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MỞ ĐẦU

Tính cấp thiết của đề tài

Hiện nay, với sự phát triển mạnh mẽ của khoa học kỹ thuật, việc sử dụng vật

liệu có tính chất cơ học ưu việt thay thế cho các vật liệu truyền thống là yêu

cầu tất yếu nhằm mục đích nâng cao hiệu suất làm việc của các kết cấu. Vật

liệu composite được gia cường ống nano carbon (CNT) có cơ tính biến đổi, đang

trở thành một hướng nghiên cứu mới trong lĩnh vực cơ học với mục tiêu là tận

dụng ưu điểm về độ bền, độ cứng cao, tính dẫn điện tốt của các ống CNT để

tạo ra loại vật liệu nanocomposite có khả năng làm việc trong môi trường khắc

nghiệt, đặc biệt quan trọng trong các ngành công nghiệp như hàng không, công

nghiệp đóng tàu, kỹ thuật xây dựng, hạ tầng. . .

Trong kỹ thuật, tấm và vỏ là các cấu kiện cơ bản đóng vai trò quan trọng

trong các kết cấu chịu tải, đặc biệt trong lĩnh vực cơ học vật liệu và kết cấu.

Những kết cấu này thường phải hoạt động trong môi trường khắc nhiệt vì vậy

việc nâng cao hiệu suất và thời gian làm việc của chúng là một bài toán quan

trọng. Thay đổi thành phần vật liệu để tăng độ bền và độ cứng là một phương

pháp hiệu quả để cải thiện khả năng làm việc của kết cấu.

Xuất phát từ những yêu cầu cấp thiết nhằm hiểu về ứng xử cơ học của các

kết cấu gia cường ống nano carbon, luận án này tập trung vào bài toán "Phân

tích tĩnh và động lực học phi tuyến của tấm và vỏ FG-CNTRC" .

Bằng cách sử dụng nguyên lý cơ bản để thiết lập phương trình cân bằng và

chuyển động áp dụng cho phân tích mất ổn định, dao động tự do, và đáp ứng

động lực học của các kết cấu tấm và vỏ gia cường bằng ống CNT có cơ tính biến

đổi.
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Mục tiêu nghiên cứu của luận án

• Xây dựng phương trình cân bằng và chuyển động dựa trên nguyên lý công

ảo, Hamilton sử dụng các lý thuyết biến dạng cắt của Reddy và lý thuyết

biến dạng cắt hình sin cho tấm và vỏ FG-CNTRC.

• Bài toán tĩnh: Phân tích mất ổn định của tấm, vỏ FG-CNTRC sử dụng

phương pháp bán giải tích và mô phỏng số nhằm xác định tải tới hạn và

mối liên hệ tải trọng - độ võng sau tới hạn.

• Bài toán động: Phân tích động lực học phi tuyến của tấm, vỏ FG-CNTRC

nhằm xác định tần số riêng, mối liên hệ biên độ độ võng - tần số, mối liên

hệ độ võng-thời gian.

Đối tượng và phạm vi nghiên cứu

Đối tượng nghiên cứu: Đối tượng nghiên cứu của luận án là tấm chữ nhật, vỏ

hai độ cong và vỏ nón cụt FG-CNTRC.

Phạm vi nghiên cứu: Bài toán tĩnh: Phân tích mất ổn định và sau mất ổn

định. Bài toán động: Phân tích đáp ứng động lực học và dao động.

Phương pháp nghiên cứu

Để thực hiện mục tiêu đề ra, luận án đã chọn phương pháp giải tích đi từ các

nguyên lý cơ bản để xây dựng phương trình và áp dụng các phương pháp số để

giải các phương trình cơ bản. Cụ thể:

• Phương pháp giải tích: Sử dụng các lý thuyết tấm vỏ (lý thuyết biến dạng

cắt bậc 3, lý thuyết biến dạng cắt hình sin) xác định các chuyển vị. Sau

đó, thiết lập trường biến dạng Von-Kármán biểu thị mối quan hệ phi tuyến

giữa biến dạng và chuyển vị. Sử dụng nguyên lý công ảo hoặc nguyên lý

Hamilton để xây dựng phương trình cân bằng hoặc chuyển động ở dạng đạo

hàm riêng theo tọa độ và thời gian.
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• Phương pháp bán giải tích: Sử dụng phương pháp hàm ứng suất Airy và

phương pháp Galerkin để giải phương trình đạo hàm riêng với việc lựa chọn

nghiệm của chuyển vị và hàm ứng suất thỏa mãn điều kiện biên. Đối với

bài toán tĩnh, kết quả thu được là phương trình đại số biểu thị mối quan

hệ giữa lực và chuyển vị để phân tích mất ổn định của tấm vỏ FG-CNTRC.

Đối với bài toán động, kết quả thu được là phương trình vi phân của chuyển

vị theo thời gian được sử dụng để xác định tần số riêng trong phân tích dao

động tự dao và áp dụng phương pháp Runge-Kutta bậc 4 để thu được mối

quan hệ giữa biên độ độ võng theo thời gian trong phân tích đáp ứng động

lực học.

• Phương pháp mô phỏng: Xây dựng mô hình phần tử hữu hạn 3D trong phần

mềm ABAQUS với chương trình con USDFLD viết trên FORTRAN để mô

phỏng sự phân bố của các ống nano carbon có cơ tính biến đổi theo chiều

dày áp dụng cho phân tích mất ổn định.

Ý nghĩa khoa học và thực tiễn của luận án

Ý nghĩa khoa học: Hiện nay, nghiên cứu trong và ngoài nước liên quan tới

bài toán mất ổn định, dao động riêng, và đáp ứng động lực học của tấm và vỏ

FG-CNTRC sử dụng phương pháp giải tích, bán giải tích kết hợp với phương

pháp mô phỏng số còn hạn chế. Luận án này trình bày một cách có hệ thống

từ việc áp dụng, cải thiện các lý thuyết biến dạng cắt nhằm xác định chuyển

vị, trường biến dạng phi tuyến Von-Kármán, xây dựng phương trình cân bằng,

chuyển động ở dạng đạo hàm riêng của tọa độ và thời gian cho tới việc áp dụng

phương pháp mô phỏng số, phương pháp Galerkin, phương pháp Runge-Kutta

nhằm xác định tải trọng tới hạn, mối liên hệ tải trọng-độ võng và chuyển vị-thời

gian trong phân tích mất ổn định và động lực học của tấm và vỏ FG-CNTRC.

Ý nghĩa thực tiễn: Cung cấp các kết quả về giá trị tải tới hạn, biểu thức tải

trọng và độ võng, tần số riêng, biên độ độ võng và thời gian để hiểu rõ cách các
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kết cấu FG-CNTRC phản ứng dưới tác động của tải trọng tĩnh và động trong

điều kiện thực tế. Điều này đóng góp vào việc cung cấp các giải pháp hỗ trợ

trong quá trình thiết kế và chẩn đoán không phá hủy cũng như nâng cao hiệu

suất của các kết cấu composite gia cường ống nano carbon có cơ tính biến thiên.

Bố cục của luận án

Nội dung chính của luận án được trình bày trong bốn chương và các phần mở

đầu, kết luận và hướng phát triển của luận án, các công trình khoa học đã công

bố, tài liệu tham khảo và phụ lục. Nội dung tóm tắt của các phần như sau:

Mở đầu: Trình bày các vấn đề chung của luận án, ý nghĩa khoa học và thực

tiễn, tóm tắt nội dung nghiên cứu và bố cục của luận án.

Chương 1: Trình bày tổng quan các nội dung nghiên cứu về phân tích tĩnh

và động lực học của tấm và vỏ FG-CNTRC.

Chương 2: Trình bày tóm tắt các lý thuyết tấm vỏ, nguyên lý cơ bản xây

dựng phương trình cân bằng và chuyển động, phương pháp giải bài toán, các

khái niệm cơ bản, các mô hình vật liệu sử dụng trong luận án.

Chương 3: Trình bày phân tích mất ổn định của tấm và vỏ FG-CNTRC

nhằm xác định tải trọng tới hạn, biểu thức tải trọng-độ võng sau tới hạn.

Chương 4: Trình bày kết quả phân tích động lực học xác định tần số dao

động, mối quan hệ chuyển vị-thời gian, biên độ-tần số của vỏ hai độ cong và vỏ

nón cụt FG-CNTRC.

Kết luận và hướng phát triển của luận án.

Tài liệu tham khảo

Phụ lục
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CHƯƠNG 1. TỔNG QUAN NGHIÊN CỨU

1.1. Vật liệu composite và ống nano carbon

Vật liệu composite là sự kết hợp giữa hai hoặc nhiều loại vật liệu có tính chất

khác nhau, tận dụng những đặc tính riêng biệt của từng vật liệu thành phần.

Việc tổ hợp chúng tạo ra một vật liệu mới với những đặc tính ưu việt hơn so

với các thành phần ban đầu. Composite bao gồm vật liệu nền và vật liệu gia cố,

trong đó vật liệu nền đảm bảo sự liên kết giữa các vật liệu gia cố, duy trì tính

nguyên khối và liên tục của cấu trúc. Vật liệu nền ảnh hưởng đến khả năng chịu

nhiệt, bền hóa và khả năng chịu tải của kết cấu composite, thường được chọn từ

polyme, gốm, kim loại hoặc carbon. Vật liệu gia cố đảm bảo kết cấu composite

có độ cứng và độ bền cao, thường được sử dụng dưới dạng bột, hạt, sợi, v.v

Cơ tính của vật liệu composite chủ yếu phụ thuộc vào một số yếu tố quan

trọng bao gồm: cơ tính của vật liệu thành phần, luật phân bố hình học của vật

liệu gia cố, tương tác giữa các vật liệu thành phần, và đặc điểm của mặt tiếp

xúc giữa vật liệu gia cố và vật liệu nền. Các cơ tính này góp phần quan trọng để

mô tả một vật liệu composite. Đặc trưng hình học của vật liệu gia cố được xác

định bởi các yếu tố như hình dáng, kích thước, mật độ, và mô hình phân bố.

Trong các yếu tố này, mật độ của vật liệu gia cố thường được đo lường thông

qua tỉ lệ thể tích hoặc tỉ lệ khối lượng là yếu tố quan trọng quyết định đến tính

chất cơ học của vật liệu composite [8, 9].

Ống nano carbon là một dạng thù hình của carbon, xuất phát từ những phân

tử carbon với những đặc tính nổi bật như độ bền và độ cứng, khả năng dẫn

điện và dẫn nhiệt hiệu quả. Ống nano carbon lần đầu tiên được phát hiện vào

năm 1991 tại Nhật Bản do Tiến sĩ Sumio Iijima một nghiên cứu viên của công
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ty NEC tình cờ phát hiện qua kính hiển vi điện tử [50]. Từ sự khám phá này,

nghiên cứu về ống nano carbon đã phát triển mạnh mẽ trong cả lĩnh vực nghiên

cứu cơ bản và ứng dụng. Do đó, CNT đặt ra như một vật liệu có cơ tính vượt

trội so với nhiều vật liệu truyền thống đã biết trước đó [6]. Tùy vào điều kiện

chế tạo và vật liệu gốc có thể chia thành hai loại CNT là ống nano carbon đơn

vách (SWCNT) và đa vách (MWCNT) (Hình 1.1).

(a). SWCNT (b). MWCNT

Hình 1.1: Cấu trúc ống nano carbon

Các đặc tính cơ học ưu việt của các ống nano carbon giúp nâng cao tính chất

của vật liệu composite nền kim loại, gốm hoặc polyme. Sự kết hợp CNT vào các

vật liệu này giúp cải thiện độ bền, độ cứng, độ dẻo dai, khả năng chống mài

mòn, độ dẫn điện, độ dẫn nhiệt và tản nhiệt của vật liệu composite. Điều này

giúp cho vật liệu composite gia cố CNT phù hợp với nhiều ứng dụng trong hàng

không vũ trụ, ô tô, năng lượng và kỹ thuật cơ khí, xây dựng công trình. Nghiên

cứu [18] chỉ ra rằng ống nano carbon có độ bền cao 200GPa, đồng thời nhẹ và

có module Young là 1TPa. Tác giả Deng và các cộng sự [35] kết luận rằng khả

năng chịu tải của kết cấu composite gia cường CNT có độ bền và độ cứng cao

dưới ảnh hưởng của nhiệt độ. Tác giả Fernanda và Daniel [42] trình bày kết quả

thí nghiệm về đáp ứng động lực học của tấm nhôm sandwich gia cường CNT

và chỉ ra rằng tải trọng phá hủy được nâng lên với các mẫu thí nghiệm có chứa

CNT. Tác giả Wang và cộng sự [116] chỉ ra rằng kết cấu composite nền nhôm
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gia cường CNT có cường độ và module đàn hồi lần lượt là 6.6GPa và 500GPa,

nhờ sự có mặt của CNT dẫn tới độ bền và độ cứng tăng lên nhưng vẫn đảm bảo

độ dẫn điện cao. Sử dụng phương pháp mô phỏng động học phần tử (molecular

dynamics simulation - MD) xác định tính chất vật liệu của composite gia cường

CNT, tác giả Snehanshu và cộng sự [80] chỉ ra sự gia cố của CNT vào các mẫu

nền nhôm làm tăng cường độ, cụ thể là mẫu nền nhôm gia cường CNT (30,30).

Ngoài ra, nhiều nghiên cứu đã chỉ ra sự có mặt của CNT trong nền kim loại giúp

tăng độ bền và độ cứng cũng như là tải trọng phá hủy [15, 24–26, 119, 128].

Khái niệm vật liệu có cơ tính biến đổi lần đầu tiên được đưa ra vào năm

1984 từ các nhà khoa học Nhật Bản [61], được biết đến là loại vật liệu gồm 2

thành phần gồm và kim loại được phân bố theo hàm biến đổi tuyến tính theo

chiều dày của kết cấu nhằm tận dụng tối đa tính chất vật liệu thành phần.

Tác giả Shen [92] là người đầu tiên đề xuất khái niệm vật liệu composite gia

cường các ống nano carbon có cơ tính biến đổi nhằm nâng cao tính chất của

vật liệu composite so với trường hợp các ống CNT phân bố đều. Từ đó, vật liệu

composite gia cường ống nano carbon có cơ tính biến đổi đã thu hút được nhiều

nhà khoa học nghiên cứu. Để xác định các module đàn hồi của kết cấu này nhiều

phương pháp đã được sử dụng gốm phương pháp động học phần tử (MD), Mô

hình Mori-Tanaka, và Halpin-Tsai. Tác giả Shen [92] sử dụng phương pháp MD

để xác định tính chất vật liệu FG-CNT. Tiếp theo đó, Shen và Zhu [97] đã phát

triển cho bài toán phân tích mất ổn định của tấm trong môi trường nhiệt độ.

Sau đó, có nhiều nghiên cứu dựa trên công thức của tác giả Shen để tiến hành

phân tích bài toán động lực học của kết cấu composite gia cường FG-CNT [16,

72]. Hơn nữa, mô hình Halpin-Tsai cũng được sử dụng rộng rãi trong xác định

tính chất vật liệu của kết cấu composite gia cường FG-CNT [54, 62, 103]. Mô

hình Mori-Tanaka cũng được áp dụng trong các nghiên cứu [68, 98, 123].

Vật liệu có cơ tính biến thiên (FGM) và vật liệu composite gia cường các ống

nano carbon có cơ tính biến thiên (FG-CNTRC) là loại vật liệu có thành phần

và tính chất thay đổi theo chiều dày của kết cấu. FGM và FG-CNT là những
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vật liệu được thiết kế để có các đặc tính cụ thể thay đổi dần dần theo một tỉ lệ

thể tích nhất định, nhằm mang lại hiệu suất vượt trội so với các vật liệu thành

phần truyền thống. Vật liệu composite gia cường CNT trở nên phổ biến trong

những năm gần đây do các đặc tính cơ học đặc biệt. Tìm hiểu các tính chất

cơ học và ứng xử của các kết cấu FGM và FG-CNT đã trở thành một lĩnh vực

nghiên cứu quan trọng trong khoa học và kỹ thuật vật liệu.

1.2. Tổng quan phân tích tấm FG-CNTRC

Tấm là cấu kiện cơ bản có ứng dụng rộng rãi trong nhiều kết cấu kỹ thuật,

thành phần quan trọng của các sản phẩm trong nhiều ngành công nghiệp như

xây dựng, kiến trúc, hàng không. Để tránh việc hư hỏng của các kết cấu, việc

phân tích tính chất cơ học của kết cấu là bài toán đặc biệt quan trọng nhằm

đánh giá về khả năng làm việc của kết cấu. Tác giả Shen [92] là người đầu tiên

đề xuất khái niệm vật liệu composite gia cường các ống nano carbon có cơ tính

biến đổi và áp dụng cho phân tích tấm FG-CNTRC chịu uốn dựa trên lý thuyết

biến dạng cắt của Reddy và trường biến dạng Von-Kármán. Sau đề xuất này, đã

có nhiều nghiên cứu phân tích ổn định, mất ổn định, sau mất ổn định, dao động

tự do, và đáp ứng động lực học để hiểu về ứng xử của kết cấu tấm composite

gia cường ống nano carbon có cơ tính biến đổi.

Đối với phân tích uốn, dựa trên cách tiếp cận số bằng phương pháp phần tử

hữu hạn, tác giả Zhu và cộng sự [127] đã phân tích tấm FG-CNTRC chịu uốn

dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất (FSDT). Tác giả Zhang và cộng sự

[126] đã áp dụng phương pháp IMLS-Ritz với phần tử tự do sử dụng các nút

phân tán thay cho việc chia lưới. Tác giả Phungvan và cộng sự [81] đề xuất

sử dụng các phần tử đẳng hình học dựa trên phương pháp các hàm cơ bản

B-Spline (Nonuniform Rational B-Spline) kết hợp lý thuyết biến dạng cắt bậc

cao (HSDT) để phân tích ứng xử của tấm FG-CNTRC. Tác giả Sobhy [99] đề

xuất một hàm dạng mới cho phân tích uốn của tấm chữ nhật FG-CNTRC đặt
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trên nền đàn hồi trong môi trường nhiệt độ sử dụng lý thuyết HSDT. Cũng giải

quyết bài toán này, tác giả Soni và cộng sự [102] đã áp dụng lý thuyết biến dạng

cắt hình hyperbol. Tác giả Keleshteri và cộng sự [53] phân tích tấm hình khuyên

FG-CNTRC sử dụng phương pháp cầu phương vi phân tổng quát (generalized

differential quadrature method). Tác giả Natarajan và cộng sự [77] đã trình bày

kết quả phân tích uốn của tấm sandwich với mặt ngoài làm bằng vật liệu FG-

CNT sử dụng phần tử QUAD-8 mô tả sự biến đổi thực thế của chuyển vị dọc

theo chiều dày. Tác giả Chavan và Lal [29] đã đề xuất phần tử đẳng hình học

9 nút với 7 bậc tự do cho mỗi nút áp dụng cho phân tích uốn của tấm nhiều

lớp gia cường ống nano carbon. Tác giả Shen và cộng sự [94] trình bày kết quả

nghiên cứu ứng xử uốn phi tuyến của tấm FG-CNTRC có hệ số Poisson âm.

Tác giả Sciuva và Sorrenti [70] đề xuất áp dụng lý thuyết Zigzag giản lược mở

rộng (extended Refined Zigzag Theory - eRZT) kết hợp với phương pháp Ritz

cho phân tích uốn của tấm FG-CNTRC và kết luận rằng lý thuyết eRZT mô tả

quan hệ giữa ứng suất tiếp và biến dạng cắt chính xác hơn lý thuyết FSDT và

TSDT cho tấm FG-CNTRC.

Phân tích mất ổn định của tấm FG-CNTRC thu hút nhiều học giả nghiên cứu,

sử dụng phương pháp bán giải tích dựa trên lý thuyết cổ điển và phương pháp

Galerkin, tác giả Wang [117] đã phân tích mất ổn định của tấm FG-CNTRC với

các điều kiện biên khác nhau. Tác giả Shen và Zhang [96] áp dụng phương pháp

nhiễu hai bước (two-step perturbation technique) cho phân tích mất ổn định và

sau mất ổn định của tấm chịu tải nhiệt parabol với điều kiện biên tựa đơn các

cạnh. Cũng phân tích bài toán này, Torabi và cộng sự [110] áp dụng phương pháp

cầu phương vi phân (variational differential quadrature - VDQ), Ansari và cộng

sự [18] kết hợp phương pháp VDQ với phương pháp FEM. Tác giả Kiani [55]

sử dụng phương pháp Ritz cho phân tích mất ổn định tấm FG-CNTRC chịu tải

cắt. Sau đó, Kiani và Mirzaei [60] áp dụng phương pháp này cho phân tích mất

ổn định của tấm chữ nhật và tấm xiên. Tác giả Civalek và Jalaei [31] sử dụng

phương pháp discrete singular convolution nghiên cứu tấm xiên FG-CNTRC. Sử
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dụng mô hình vật liệu Eshelby–Mori–Tanaka, Safaei và cộng sự [91] đã trình bày

kết quả phân tích ứng xử mất ổn định của tấm sandwich có lỗ rỗng bằng phương

pháp lưới tự do. Jiao [52] phân tích ứng xử mất ổn định của tấm FG-CNTRC

chịu tải nén phân bố bất kỳ sử dụng phương pháp cầu phương vi phân.

Một số nghiên cứu về phân tích dao động tự do và đáp ứng động lực học của

tấm FG-CNTRC, tác giả Zhang và cộng sự [121] áp dụng phương pháp IMLS-

Ritz lưới tự do để phân tích dao động tự do của tấm FG-CNTRC dựa trên lý

thuyết FSDT. Sau đó, các tác giả đã phát triển cho phân tích tấm dày đặt trên

nền đàn hồi [122]. Dựa trên lý thuyết FSDT và nguyên lý biến phân, tác giả

Zhong và công sự [129] sử dụng chuỗi Fourier để thay cho dạng nghiệm truyền

thống của phương pháp Ritz. Tác giả Thai và cộng sự [105] trình bày phương

pháp moving Kriging mesh-free kết hợp với lý thuyết HSDT và phi địa phương

để phân tích tấm FG-CNTRC. Di và cộng sự [36] thiết lập các mô hình tính

toán dựa trên phương pháp phần tử cầu phương dạng yếu và lý thuyết HSDT

cho phân tích tấm FG-CNTRC. Tác giả Beni [27] cải tiến công thức Carrera

áp dụng cho phân tích tần số riêng của tấm tròn FG-CNTRC với phương trình

chuyển động được xây dựng bằng nguyên lý công ảo và giải bằng phương pháp

GDQ. Tác giả Moradi-Dastjerdi và Momeni-Khabisi [76] phân tích dao động của

tấm sandwich đặt trên nền đàn hồi chịu tải tuần hoàn. Tác giả Vahid [104] sử

dụng mô hình Eshelby–Mori–Tanaka xác định tính chất của các ống CNT gia

cường tùy ý vào tấm composite. Sự gia cường của CNT vào nền FGM có thể

giúp tăng đáng kể các tính chất cơ học của vật liệu composite. Tác giả Rostami

và Mohammadimehr [90] sử dụng lý thuyết tấm cổ điển để phân tích độ ổn định

động của tấm sandwich bao gồm lõi FGM và mặt ngoài composite được gia

cường FG-CNT, xem xét môi trường phụ thuộc vào nhiệt độ và tải trọng ngẫu

nhiên.

Bài toán phân tích tĩnh và động lực học của tấm FG-CNTRC cũng nhận được

sự quan tâm của các nhà khoa học trong nước. Tác giả Nguyễn Đình Đức và

cộng sự sử dụng phương pháp Galerkin và lý thuyết biến dạng cắt bậc ba cho
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phân tích đáp ứng động lực học của tấm dày FG-CNTRC với điều kiện biên

tựa đơn [33, 39, 109]. Một số kết quả về phân tích ổn định và động lực học phi

tuyến của tấm FG-CNTRC tựa đơn các cạnh sử dụng phương pháp giải tích và

lý thuyết biến dạng cắt bậc ba [4], ổn định nhiệt đàn hồi của tấm FG-CNTRC

chịu tải trọng cơ nhiệt với điều kiện biên tựa đơn sử dụng phương pháp giải tích

và lý thuyết biến dạng cắt bậc ba [7], phân tích tĩnh và dao động riêng của tấm

gia cường carbon nanotube áp điện sử dụng phương pháp FEM và lý thuyết

biến dạng cắt bậc cao bốn bậc tự do [5].

1.3. Tổng quan phân tích vỏ FG-CNTRC

Vỏ là kết cấu được sử dụng nhiều trong các ứng dụng thực tế. Để nâng cao

khả năng chịu tải cũng như độ bền và độ cứng của vỏ, nhiều học giả đã nghiên

cứu ứng xử cơ học của vỏ gia cường ống nano carbon có cơ tính biến thiên.

Trong phân tích tĩnh, tác giả Zghal và cộng sự [120] đã sử dụng phần tử vỏ

discrete double-director trong phương pháp FEM nhằm xác định ứng xử tĩnh

học của panel trụ FG-CNTRC. Kết quả được so sánh với tác giả Zhang và cộng

sự [124], sử dụng phần tử không lưới. Tác giả Frikha và cộng sự [45] sử dụng

phần tử vỏ ba và bốn nút và lý thuyết Kirchhoff cho phân tích vỏ mỏng FG-

CNTRC. Tác giả Ansari và Kumar [17] phát triển chương trình FEM cho vật

liệu FG-CNT sử dụng phẩn tử 9 nút aCO cho phân tích uốn của vỏ hai độ cong.

Alibeigloo [12] giả thiết tính chất vật liệu không phụ thuộc vào nhiệt độ, sử

dụng chuỗi khai triển Fourier để nhận được trường ứng suất và chuyển vị. Sau

đó, Alibeigloo và Zanoosi [13] phát triển cho phân tích uốn vỏ trụ tròn có lớp

áp điện.

Đối với nghiên cứu mất ổn định của vỏ FG-CNTRC, tác giả Mehri và cộng

sự [74] sử dụng phương pháp bán giải tích phân tích xác định giá trị tải tới

hạn của vỏ nón FG-CNTRC chịu tải nén dọc trục và áp lực ngoài kết hợp. Sử

dụng lý thuyết FSDT, Tác giả Nguyen và công sự [79] phân tích sau mất ổn
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định của vỏ FG-CNTRC, với phương pháp mô phỏng số kết hợp giữa FEM và

CAD. Dựa trên lý thuyết đàn hồi 3D, Liew và Alibeigloo [67] phân tích mất ổn

định panle trụ FG-CNTRC chịu tải nén dọc trục với điều kiện biên tựa đơn các

cạnh. Hajlaoui và cộng sự [46] cải tiến phần tử khối để mô tả trường biến dạng

cắt phân bố phi tuyến nhằm xử lý hiện tượng shear lockling trong phương pháp

FEM, áp dụng cho phân tích mất ổn định của vỏ trụ tròn FG-CNTRC. Tác giả

Safarpour và cộng sự [73] trình bày kết quả tải tới hạn của vỏ trụ FG-CNTRC

có lớp áp điện. Tác giả Mehar và cộng sự [73] sử dụng phương pháp biến phân

cho phân tích mất ổn định của vỏ sandwich FG-CNTRC.

Đối với phân tích động lực học của vỏ FG-CNTRC, tác Qin và cộng sự [83]

xem xét ảnh hưởng ly tâm và Coriolis tới biến dạng của vỏ FG-CNTRC cho

phân tích tần số riêng sử dụng phương pháp Ritz. Tác giả Kiani [57] sử dụng

phương pháp Ritz với hàm dạng sử dụng phương pháp Gram-Schmidt cho phân

tích panel cầu FG-CNTRC. Sau đó, Kiani và cộng sự [59] phát triển cho panel

nón. Dựa trên lý thuyết FSDT và phương pháp biến phân Ritz, tác giả Wang

[118] sử dụng phương pháp bán giải tích cho phân tích tần số riêng của vỏ và

panel hai độ cong với dạng nghiệm sử dụng chuỗi khai triển Fourier. Song và

cộng sự [101] sử dụng nguyên lý Hamilton thiết lập phương trình chuyển động

cho phân tích vỏ hai độ cong FG-CNTRC. Tác giả Kiani [56] sử dụng phương

pháp Newmark giải phương trình vi phân động học xác định mối liên hệ vận

tốc theo thời gian. Tác giả Frikha và công sự [44] cũng sử dụng phương pháp

này cho phân tích vỏ FG-CNTRC. Phân tích tính không hoàn hoản của vỏ, tác

giả Foroutan [43] dựa trên lý thuyết vỏ cổ điển cho panel không hoàn hảo chịu

tải nén trong môi trường nhiệt độ. Tác giả Amipour và cộng sự [34] sử dụng lý

thuyết biến dạng trượt bậc cao và lý thuyết đàn hồi phi cục bộ cho bài toán

truyền sóng của vỏ hai độ cong FGM gia cường FG-CNT. Tác giả Miao và cộng

sự [75] trình bày nghiên cứu với sự kết hợp FG-CNT gia cường vỏ trụ nền FGM

nhiều lớp giúp tăng cường các tính chất cơ học và tần số riêng dựa trên lý thuyết

biến dạng trượt bậc nhất và phương pháp Rayleigh-Ritz.
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Vật liệu composite gia cường FG-CNT là loại vật liệu không đồng nhất, có

thể lý thuyết tuyến tính thông thường không phù hợp để phân tích. Ngoài ra,

sự phân bố thể tích của CNT là biến đổi tuyến tính, dẫn đến module cắt ngang

thấp hơn so với module đàn hồi tương ứng theo phương vật liệu gia cường. Do

đó, các kết cấu composite được gia cường FG-CNT có tồn tại biến dạng cắt

ngang và bất kỳ phân tích nào cũng nên tính đến các biến dạng cắt ngang.

Trong lý thuyết FSDT, có kể tới thành phần biến dạng cắt ngang và ứng suất

cắt ngang nhưng chỉ xét tới mối quan hệ tuyến tính nên cần đưa vào hệ số hiệu

chỉnh, việc sử dụng hệ số này đòi hỏi phải xác định được hệ số hiệu chỉnh tương

ứng cho các hình dạng kết cấu và vật liệu khác nhau. Hơn nữa, lý thuyết biến

dạng cắt bậc nhất được áp dụng để xây dựng các phương trình cơ bản cho phân

tích động lực học của tấm và vỏ FG-CNTRC [49, 64, 66, 82].

Việc xác định hệ số hiệu chỉnh không chỉ phụ thuộc vào hệ số Poisson mà còn

phụ thuộc vào các đặc tính vật liệu và tiết diện mặt cắt. việc này gây bất tiện

khi sử dụng lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất vì khó có được giá trị chính xác

khi tính toán hệ số này bày lý thuyết. Để đưa ra những dự đoán chính xác hơn

về ảnh hưởng của các thành phần biến dạng cắt ngang và ứng suất cắt với phân

tích mất ổn định, uốn và dao động tự do của kết cấu, một số lý thuyết HSDT

đã được phát triển. Một trong những lý thuyết được sử dụng phổ biến nhất là

lý thuyết TSDT được đề xuất bởi Reddy [86]. Nhiều nghiên cứu đã được tiến

hành để đánh giá việc áp dụng TSDT trong các tình huống khác nhau. Tác giả

Shen [92, 97] đã sử dụng lý thuyết này để phân tích mất ổn định phi tuyến của

tấm tựa đơn gia cường CNT. Tác giả Mehar và Panda [71] đã nghiên cứu mất

ổn định phi tuyến hình học của hai độ cong. Tác giả Zhang và cộng sự [125,

127] đã trình bày kết quả tấn số dao động tự do của các tấm nhiều lớp. Một lý

thuyết biến dạng cắt bậc cao khác cũng được sử dụng là lý thuyết biến dạng cắt

hình sin [22, 23, 85, 106]. Những nghiên cứu này đã chứng minh rằng việc áp

dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc cao có thể đưa ra những dự đoán chính xác

về bài toán phân tích tĩnh và động của các kết cấu tấm và vỏ.
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Các nhà khoa học trong nước cũng có những kết quả đóng góp cho bài toán

phân tích ổn định, mất ổn định, và động lực học của vỏ FG-CNTRC. Sử dụng

phương pháp giải tích cho phân tích dao động tự do và đáp ứng động lực học

của vỏ hai độ cong FG-CNTRC được trình bày bởi tác giải Nguyễn Đình Đức

và cộng sự [11, 32, 37, 38, 40]. Tác giả Vũ Hoài Nam và cộng sự sử dụng phương

pháp giải tích cho phân tích mất ổn định của vỏ trống FG-CNTRC trong môi

trường nhiệt độ [114, 115]. Tác giả Trần Minh Tú và cộng sự trình bày kết quả

tần số dao động tự do của panel cầu [111] và vỏ hai độ cong [107] áp điện FG-

CNTRC sử dụng phương pháp FEM với lý thuyết biến dạng cắt bậc cao bốn bậc

tự do. Tác giả Phạm Toàn Thắng và Nguyễn Thời Trung [108] sử dụng phương

pháp Galerkin và lý thuyết vỏ Donnell cho phân tích mất ổn định phi tuyến của

vỏ trụ tròn FG-CNTRC với điều kiện biên tựa đơn. Một số kết quả phân tích

tĩnh và động của vỏ FG-CNTRC liên quan tới các luận án sau [1–5].

1.4. Kết luận chung và xác định vấn đề nghiên cứu

Từ tổng quan nghiên cứu về tấm, vỏ gia cường ống nano carbon

có cơ tính biến thiên, có thể rút ra một số kết luận như sau:

• Các bài toán phân tích cơ học của kết cấu tấm vỏ FG-CNTRC chủ yếu

gồm: Phân tích uốn, mất ổn định, sau mất ổn định, dao động tự do, và đáp

ứng động lực học.

• Các phương trình cơ bản của tấm vỏ được xây dựng dựa trên nguyên lý

công ảo và Hamilton kết hợp với các lý thuyết biến dạng cắt FSDT, HSDT,

TSDT, Zigzag.

• Các phương pháp chính cho phân tích cơ học của kết cấu FG-CNTRC gồm

phương pháp biến phân, phương pháp Galerkin, phương pháp Ritz, phương

pháp FEM, phương pháp cầu phương vi phân, phương pháp perturbation.
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• Các mô hình vật liệu FG-CNT có thể kể tới quy tắc nền sợi, phương pháp

MD, Mô hình Mori-Tanaka, mô hình Halpin-Tsai, phương pháp RVE.

• Các nghiên cứu về kết cấu tấm FG-CNTRC tương đối hoàn thiện nhưng có

ít nghiên cứu kết cấu kết hợp như tấm-panel, vỏ hai độ cong-panel, vỏ hai

độ cong-vỏ cầu.

Dựa trên cơ sở trên, một số vấn đề nghiên cứu được xác định

trong luận án như sau:

• Thiết lập các phương trình cân bằng và chuyển động sử dụng nguyên lý

công ảo và Hamilton dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc ba, lý thuyết

biến dạng cắt hình sin kết hợp với tính phi tuyến hình học Von-Kármán.

• Đề xuất lý thuyết biến dạng cắt hình sin giản lược từ lý thuyết biến dạng

cắt bậc ba của Reddy, mô tả mối liên hệ phi tuyến của ứng suất tiếp và

biến dạng cắt của vỏ với điều kiện ứng suất tiếp tự do trên hai mặt trên

và dưới của vỏ. Từ đó, xác định trường chuyển vị của vỏ và áp nguyên lý

xây dựng trường biến dạng phi tuyến Von-Kármán nhằm xây dựng phương

trình chuyển động dựa trên nguyên lý Hamilton.

• Phân tích các bài toán mất ổn định, dao động tự do và đáp ứng động học

của kết cấu tấm, vỏ gia cường ống nano carbon có cơ tính biến thiên.

• Tìm dạng nghiệm giải tích của chuyển vị và hàm ứng suất tương ứng cho

ba trường hợp điều kiện biên của vỏ hai độ cong được khảo sát: Trường hợp

tất cả các cạnh tựa đơn, trường hợp tất cả các cạnh ngàm và trường hợp

hai cạnh tựa đơn, hai cạnh ngàm.

• Phương pháp bán giải tích và mô phỏng số được áp dụng để phân tích bài

toán mất ổn định của tấm FG-CNTRC. Đối với phương pháp bán giải tích,

kết hợp phương pháp Galerkin, hàm ứng suất Airy và cân bằng điều hòa

để xác định nghiệm của bài toán. Đối với phương pháp mô phỏng số, mô
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hình phần tử hữu hạn với hàm con USDFLD trong ABAQUS được thiết

lập nhằm mô tả sự phân bố biến đổi chức năng theo chiều dày của các ống

nano carbon.

• Phân tích cơ học kết cấu kết hợp các dạng hình học khác nhau như tấm,

panel trụ, vỏ hai độ cong. Khảo sát ảnh hưởng thông số vật liệu FG-CNT

và thông số hình học tới giá trị tải tới hạn, đường cong tải trọng - độ võng

sau tới hạn, tần số riêng, mối liên hệ biên độ - tần số và độ võng - thời gian.
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CHƯƠNG 2. CƠ SỞ LÝ THUYẾT

2.1. Các lý thuyết cơ bản

Phần này trình bày các lý thuyết được áp dụng để xây dựng các phương trình

cơ bản cho kết cấu tấm và vỏ composite gia cường các ống nano carbon có cơ

tính biến thiên.

Lý thuyết cổ điển thiết lập các phương trình đơn giản nhưng bỏ qua thành

phần biến dạng cắt và ứng suất tiếp do đó chỉ phù hợp cho các kết cấu tấm và

vỏ mỏng. Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất có xét tới thành phần biến dạng

cắt và ứng suất tiếp nhưng chỉ xét mối quan hệ này là tuyến tính nên cần đưa

vào hệ số hiệu chỉnh, việc sử dụng hệ số này đòi hỏi phải xác định được hệ số

hiệu chỉnh tương ứng cho các hình dạng kết cấu và vật liệu khác nhau. Vì vậy,

lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất phù hợp cho kết cấu tấm và vỏ vừa. Lý thuyết

biến dạng cắt bậc ba đã mô tả mối quan hệ của các thành phần biến dạng cắt

và ứng suất tiếp bằng hàm phi tuyến, phù hợp cho mô tả ứng xử của kết cấu

tấm và vỏ. Tuy nhiên lý thuyết biến dạng cắt bậc ba cũng tương đối phức tạp

và cần nhiều tính toán để đạt được độ chính xác trong việc thiết lập các phương

trình cơ bản của tấm và vỏ. Để khắc phục nhược điểm của lý biến dạng cắt bậc

nhất trong việc sử dụng hệ số hiệu chỉnh, lý thuyết biến dạng cắt bậc cao được

đề xuất với mô tả tưng tự như lý thuyết bậc ba nhưng đơn giản hơn trong việc

tính toán thiết lập các phương trình cân bằng và chuyển động của tấm và vỏ

FG-CNTRC.
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2.1.1. Lý thuyết tấm cổ điển

Lý thuyết tấm cổ điển (CPT) [88] theo giả thiết Kirchhoff được sử dụng để

xây dựng các phương trình cơ bản cho tấm mỏng (tấm có độ dày rất nhỏ so với

chiều dài hoặc chiều rộng, cụ thể tỉ lệ chiều dài trên độ dày lớn hơn 50) với giả

thiết đường pháp tuyến trước và sau biến dạng đều thẳng và vuông góc với mặt

giữa của tấm và bỏ qua thành phần ứng suất tiếp [88]. Hình 2.1 mô tả thành

phần chuyển vị của tấm theo lý thuyết CPT.

Hình 2.1: Mặt cắt trước và sau biến dạng của tấm theo lý thuyết CPT

trong đó, u0(x, y, t) là thành phần chuyển vị ban đầu theo trục x, w0(x, y, t) là

thành phần chuyển vị ban đầu theo trục z, θx là độ dốc (slope) theo trục x.

Từ Hình 2.1 khi khoảng cách ∆x → 0 thì tan(θx) → θx, độ dốc được xác định

như sau:

θx = lim
∆x→0

∆w

∆x
=

dw

dx
≈ ∂w

∂x
với tan (θx) =

∆w

∆x
(2.1)

Từ đó xác định giá trị chuyển vị u(x, y, z, t) theo chuyển vị ban đầu u0(x, y, t)

với trục z hướng xuống dưới như sau:

u(x, y, z, t) = u0 (x, y, t)− zθx = u0 (x, y, t)− z
∂w

∂x
(2.2)

Thành phần chuyển vị theo trục y được xác định tương tự, như vậy các thành
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phần chuyển vị của tấm theo lý thuyết cổ điển được viết lại như sau:

u(x, y, z, t) = u0 (x, y, t)− z
∂w

∂x

v(x, y, z, t) = v0 (x, y, t)− z
∂w

∂y

w(x, y, z, t) = w0 (x, y, t)

(2.3)

trong đó, u0 (x, y, t),v0 (x, y, t),w0 (x, y, t) là các chuyển vị tại mặt giữa tương ứng

với trục x, y, z

2.1.2. Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất

Lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất được sử dụng để xây dựng các phương trình

cơ bản cho tấm dày (tỉ lệ chiều dài trên độ dày nhỏ hơn hoặc bằng 20). Trong

đó, lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất (FSDT) [88] có xét tới các thành phần biến

dạng cắt và ứng suất tiếp nhưng mối quan hệ giữa hai đại lượng này là tuyến

tính nên cần đưa vào hệ số hiệu chỉnh.

Hình 2.2: Mặt cắt trước và sau biến dạng của tấm theo lý thuyết FSDT

Tương tự như các xác định của lý thuyết CPT, từ Hình 2.2 các thành phần

chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất được biểu diễn như sau:

u (x, y, z, t) = u0 (x, y, t) + zϕx

v (x, y, z, t) = v0 (x, y, t) + zϕy

w (x, y, z, t) = w0 (x, y, t)

(2.4)

trong đó, u0 (x, y, t),v0 (x, y, t),w0 (x, y, t) là chuyển vị tại mặt giữa; ϕx = ∂u
∂z , ϕy =
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∂u
∂z là góc quay tương ứng quanh trục y, x.

Trong trường hợp tấm mỏng (tỉ lệ chiều dài trên độ dày lớn hơn 50) khi đó

ϕx → −∂w
∂x , ϕy → −∂w

∂y lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất trở về lý thuyết cổ điển.

2.1.3. Lý thuyết biến dạng cắt bậc ba

Lý thuyết biến cắt dạng bậc ba (TSDT) [88] được xây dựng trên cơ sở của

lý thuyết biến dạng trượt bậc nhất cho tấm dày (tỉ lệ chiều dài trên độ dày nhỏ

hơn hoặc bằng 20) với giả thiết đường pháp tuyến của mặt trung bình sau biến

dạng không còn thẳng và vuông góc nữa như Hình 2.3. Lý thuyết biến dạng cắt

bậc ba đưa ra giả thiết chính xác hơn về ảnh hưởng của các thành phần biến

dạng cắt và ứng suất tiếp trong phân tích kết cấu tấm và vỏ.

Hình 2.3: Mặt cắt trước và sau biến dạng của tấm theo lý thuyết TSDT

Các thành phần chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy
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được xác định như sau:

u (x, y, z, t) = u0 (x, y, t) + zϕx + z2θx + z3λx

v (x, y, z, t) = v0 (x, y, t) + zϕy + z2θy + z3λx

w (x, y, z, t) = w0 (x, y, t)

(2.5)

trong đó, các hàm ϕx, ϕy, θx, θy, λx, λy được xác định như sau:

u0 = (x, y, 0, t) , v0 = (x, y, 0, t) , w0 = (x, y, 0, t)

ϕx =
∂u

∂z

∣∣∣∣
z=0

, ϕy =
∂v

∂z

∣∣∣∣
z=0

, 2θx =
∂2u

∂z2

∣∣∣∣
z=0

2θy =
∂2v

∂z2

∣∣∣∣
z=0

, 6λx =
∂3u

∂z3

∣∣∣∣
z=0

, 6λy =
∂3v

∂z3

∣∣∣∣
z=0

(2.6)

Trường chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt bậc 3 trong phương trình (2.5)

gồm có 9 biến độc lập chưa xác định, các biến này có thể được giảm bớt bằng

cách xét điều kiện biên ứng suất tiếp tại mặt trên và dưới của tấm bằng không

(σxz|z=±h/2 = σxz|z=±h/2 = 0) tương đương:

0 = σxz|z=±h
2
= Q55γxz|z=±h

2
+Q45γyz

∣∣
z=±h

2

0 = σyz
∣∣
z=±h

2

= Q45γxz|z=±h
2
+Q44γyz

∣∣
z=±h

2

(2.7)

trong đó, Qij(i, j = 4, 5) tùy ý ta có:

0 = γxz|z=±h
2
= ϕx +

∂w0

∂x
+
(
2zθx + 3z2λx

)∣∣∣
z=±h

2

0 = γyz
∣∣
z=±h

2

= ϕy +
∂w0

∂y
+
(
2zθy + 3z2λy

)∣∣∣
z=±h

2

(2.8)

Thay z = ±h
2 phương trình trên được viết lại như sau:

ϕx +
∂w0

∂x
+

(
−hθx +

3h2

4
λx

)
= 0, ϕx +

∂w0

∂x
+

(
hθx +

3h2

4
λx

)
= 0

ϕy +
∂w0

∂y
+

(
−hθy +

3h2

4
λy

)
= 0, ϕy +

∂w0

∂y
+

(
hθy +

3h2

4
λy

)
= 0

(2.9)

Từ đó xác định được hàm độ dốc như sau:

θx = θy = 0, λx = − 4

3h2

(
ϕx +

∂w0

∂x

)
, λy = − 4

3h2

(
ϕy +

∂w0

∂y

)
(2.10)
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Trường chuyển vị theo lý thuyết biến dạng cắt bậc 3 được viết lại như sau:

u (x, y, z, t) = u0 (x, y, t) + zϕx (x, y, z, t)−
4z3

3h2

(
ϕx +

∂w0

∂x

)
v (x, y, z, t) = v0 (x, y, t) + zϕy (x, y, z, t)−

4z3

3h2

(
ϕy +

∂w0

∂y

)
w (x, y, z, t) = w0 (x, y, t)

(2.11)

trong đó, u0 (x, y, t),v0 (x, y, t),w0 (x, y, t) là chuyển vị tại mặt giữa, ϕx (x, y, t) =

∂u
∂z

∣∣∣
z=0

, ϕy (x, y, t) =
∂v
∂z

∣∣∣
z=0

là góc quay tương ứng tại z = 0.

2.1.4. Lý thuyết biến dạng cắt hình sin

Trong trường hợp cần đòi hỏi những dự đoán chính xác hơn về ảnh hưởng

của các thành phần biến dạng cắt và ứng suất tiếp với phân tích mất ổn định

và dao động tự do của kết cấu tấm vỏ FG-CNTRC và đơn giản tính toán hơn

lý thuyết biến dạng cắt bậc 3, lý thuyết biến dạng cắt hình sin (SSDT) đã được

phát triển. Với lý thuyết SSDT, các thành phần chuyển vị u (x, y, z, t), v (x, y, z, t),

w (x, y, z, t) tương ứng theo các hướng x, y, z xác định theo công thức sau:

u (x, y, z, t) = u0 (x, y, t)− z
∂w0

∂x
+ f (z)

(
∂ϕ

∂x
+

∂w0

∂x

)
v (x, y, z, t) = v0 (x, y, t)− z

∂w0

∂y
+ f (z)

(
∂ϕ

∂y
+

∂w0

∂y

)
w (x, y, z, t) = w0 (x, y, t)

(2.12)

trong đó, u0 (x, y, t),v0 (x, y, t),w0 (x, y, t) là chuyển vị tại mặt giữa, ϕ (x, y, t) là góc

quay tương ứng tại z = 0 ( ∂u
∂z

∣∣∣
z=0

= ∂ϕ
∂x ,

∂v
∂z

∣∣∣
z=0

= ∂ϕ
∂y ).

Trường chuyển vị được xác định thỏa mãn điều kiện biên ứng suất tiếp tự do

tại mặt trên và dưới của vỏ (σxz|z=±h/2 = σxz|z=±h/2 = 0). Trong luận án này,

hàm f (z) = −h
π cos

(
πz
h + π

2

)
mô tả mối quan hệ phi tuyến giữa biến dạng cắt và

ứng suất tiếp, được lựa chọn là hàm điều hòa thỏa mãn điều kiện cho trường

chuyển vị tương đương f (z)
∣∣
z=0

= 0,
df(z)
dz

∣∣∣
z=0

= 1 và df(z)
dz

∣∣∣
z=±h/2

= 0.
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2.1.5. Trường biến dạng phi tuyến Von-Kármán

Tính phi tuyến hình học trong các thành phần biến dạng được đề xuất bởi

Von-Kármán vào năm 1910 [113] nhằm mục đích mô tả trường biến dạng có kể

tới thành phần phi tuyến của độ võng.

Xét một phần tử đường có chiều dài ∆x dọc theo trục x. Cho phần tử dịch

chuyển như Hình 2.4 với u, v, w là các thành phần chuyển vị theo trục x, y, z,

dS, ds lần lượt đại diện cho chiều dài của phần tử trước và sau biến dạng. Biến

dạng theo trục x được xác định như sau:

εxx =
ds− dS

dS
=

∣∣p′q′∣∣− |pq|
|pq|

(2.13)

Thay độ dài pq và p′q′ vào phương trình (2.13) nhận được kết quả sau

εxx =

∣∣p′q′∣∣− |pq|
|pq|

=

√(
1 +

∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

+

(
∂w

∂x

)2

− 1 (2.14)

Hình 2.4: Biến dạng của phần tử theo trục x

Theo lý thuyết tấm, giả sử các thành phần đạo hàm của chuyển vị gồm ∂u
∂x ,

∂u
∂y ,

∂u
∂z ,

∂v
∂x ,

∂v
∂y ,

∂v
∂z ,

∂w
∂z là nhỏ, vì vậy bỏ qua các thành phần bậc cao của các

thành phần này. Tuy nhiên, các thành phần đạo hàm bậc 2 và tích vô hướng

của độ dốc là các thành phần quan trong vẫn được giữ lại gồm
(
∂w
∂x

)2
,
(
∂w
∂y

)2
,
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∂w
∂x

∂w
∂y . Từ các giả thiết này phương trình (2.14) được giản lược như sau:

εxx =

√
1 + 2

∂u

∂x
+

(
∂w

∂x

)2

− 1 (2.15)

Với x << 1 có
√
1 + x ≈ 1+ x

2 , ta có thành phần biến dạng ϵxx từ phương trình

(2.15) (các thành phần biến dạng dài ϵyy, ϵzz được xây dựng tương tự) nhận

được như sau:

εxx =
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2

εyy =
∂v

∂y
+

1

2

(
∂w

∂y

)2

εzz =
∂w

∂z

(2.16)

Xét góc giữa hai phần tử đường sau biến dạng θ = ∠r′p′q′ trong mặt phẳng

x−y mà trước biến dạng phần tử này có hướng theo trục x và y với độ dài tương

ứng là ∆x và ∆y như Hình 2.5, với γ = pi
2 − θ là góc ∠rpq trong phần tử đường

ban đầu.

Hình 2.5: Mặt cắt tính biến dạng cắt

Ta có góc θ là góc xen giữa hai vector
−→
p′q′ và

−→
p′r′, được các định như sau:
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cosθ=

−→
p′q′ ·

−→
p′r′

|p′q′| · |p′r′|
=

∣∣p′q′′′∣∣ ∣∣r′′r′∣∣+ ∣∣q′′′q′′∣∣ ∣∣r′′′r′′∣∣+ ∣∣q′′q′∣∣ ∣∣p′r′′′∣∣
|p′q′| · |p′r′|

=

(
∆x+ ∂u

∂x∆x
)(

∂u
∂z∆z

)
+
(

∂v
∂x∆x

)(
∂v
∂z∆z

)
+
(
∂w
∂x∆x

)(
∆z + ∂w

∂z ∆z
)

(
∆x

√(
1 + ∂u

∂x

)2
+
(

∂v
∂x

)2
+
(
∂w
∂x

)2)(
∆z

√(
1 + ∂w

∂z

)2
+
(
∂u
∂z

)2
+
(
∂v
∂z

)2)
(2.17)

Bỏ qua đạo hàm của các chuyển vị phương trình (2.17) được viết lại như sau:

cosθ =
∆x∆z

(
∂u
∂z

)
+
(

∂v
∂x∆x

)(
∂v
∂z∆z

)
+
(
∂w
∂x∆x

)
∆z

∆x∆z

=

(
∂u

∂z

)
+

(
∂v

∂x

)(
∂v

∂z

)
+

(
∂w

∂x

) (2.18)

Giả thiết góc γ nhỏ, do đó γ = sin(γ) = cos(θ), tương tự các thành phần biến

dạng cắt khác được xác định là cosin của góc giữa hai phần tử đường như sau:

εxz =
1

2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)
εyz =

1

2

(
∂v

∂z
+

∂w

∂y

)
εxy =

1

2

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x
+

∂w

∂x

∂w

∂y

) (2.19)

Trường biến dạng Von-Kármán cho lý thuyết cổ điển (ϵxz = ϵyz = ϵzz = 0)

được xác định lại từ phương trình (2.16) và phương trình (2.19) như sau:

εx =
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2

εy =
∂v

∂y
+

1

2

(
∂w

∂y

)2

γxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x
+

∂w

∂x

∂w

∂y

(2.20)

Trường biến dạng phí tuyến Von-Kármán cho lý thuyết biến dạng cắt bậc cao

(ϵzz = 0) được xác định lại từ phương trình (2.16) và phương trình (2.19) như

sau:
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εxx =
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2

εyy =
∂v

∂y
+

1

2

(
∂w

∂y

)2

εxy =
1

2

(
∂u

∂y
+

∂v

∂x
+

∂w

∂x

∂w

∂y

)
εxz =

1

2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)
εyz =

1

2

(
∂v

∂z
+

∂w

∂y

)
(2.21)

2.2. Các nguyên lý cơ bản

2.2.1. Nguyên lý công ảo

Nguyên lý công ảo là một nguyên lý quan trọng trong cơ học được sử dụng

để xây dựng phương trình cân bằng cho vật rắn biến dạng. Nguyên lý công ảo

được xây dựng dựa trên khái niệm dịch chuyển khả dĩ, nghĩa là các chuyển vị

có thể, vô cùng bé chỉ có ý nghĩa về mặt hình học và thỏa mãn các ràng buộc

của hệ.

Nguyên lý công ảo phát biểu rằng [88]: Nếu một vật thể đang trong trạng thái

cân bằng thì công ảo của tất cả các lực tác dụng lên vật thể gồm nội lực và ngoại

lực qua các chuyển dịch khả dĩ sẽ bằng không :

δW ≡ δWI + δWE = 0 (2.22)

trong đó, δWI =
∫
V

σ δεdV là công ảo của nội lực, δWE = −
∫
V

ρf · δudV −
∫
S

T · δuds

là công ảo của ngoại lực với f là thành phần lực khối của vật thể trong miền thể

tích V , T là lực mặt trên biên S. u, u̇ lần lượt đại diện cho thành phần chuyển

vị và đạo hàm chuyển vị theo thời gian, δ là toán tử biến phân.
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2.2.2. Nguyên lý Hamilton

Nguyên lý Hamilton là trường hợp tổng quát của nguyên lý công ảo cho bài

toán động lực học, được xây dựng dựa trên các hàm năng lượng của hệ, với giả

thiết hệ động lực học được đặc trưng bời hai hàm năng lượng là Động năng K

và Thế năng W .

Nguyên lý Hamilton phát biểu rằng [88]: Trong tất cả các đường di chuyển

mà một chất điểm có thể đi từ vị trí tại thời điểm t1 tới vị trí tại thời điểm t2,

thì đường đi thực tế của nó được xác định khi tích phân
t2∫
t1

(K −W ) dt đạt cực

trị.

Sự khác biệt giữa động năng và thế năng được gọi là hàm Lagrange L =

K −W = K −WI −WE. Vì vậy, Nguyên lý Hamilton được viết lại như sau:

t2∫
t1

(δK − δWI − δWE) dt = 0 (2.23)

trong đó, δK =
∫
V

ρu̇δu̇dV là biến phân của động năng, δWI =
∫
V

σ δεdV là biến

phân của năng lượng biến dạng đàn hồi, δWE = −
∫
V

ρf · δudV −
∫
S

T · δuds là biến

phân của thế năng.

2.2.3. Phương pháp Galerkin

Các phương trình của bài toán phân tích tấm vỏ được xây dựng dựa trên

nguyên lý công ảo hoặc nguyên lý Hamilton thường là các phương trình đạo

hàm riêng với điều kiện biên. Các phương trình này là hàm theo tọa độ và thời

gian và không thể giải được môt cách tường minh. Do đó, trong giới hạn luận án

sử dụng phương pháp Galerkin để tính gần đúng nghiệm của các phương trình

đạo hàm riêng.

Phương pháp Galerkin là một phương pháp số dựa trên nguyên lý biến phân

được đặt tên theo nhà toán học Boris Galerkin. Các bước chính trong phương
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pháp Galerkin gồm:

• Chọn không gian nghiệm: Không gian nghiệm Galerkin được chọn là không

gian con hữu hạn chiều gồm hữu hạn hàm cơ sở.

• Tìm dạng hàm nghiệm: Dạng hàm nghiệm gần đúng là một tổ hợp tuyến

tính của các hàm cơ sở trong không gian Galerkin. Hàm nghiệm này phải

thỏa mãn điều kiện biên của phương trình đạo hàm riêng cần giải. Trong

đó, các hệ số tương ứng của các hàm cơ sở được coi như các biến cần phải

xác định.

• Xác định các hệ số của các hàm cơ sở: Thay dạng nghiệm gần đúng vào

phương trình đạo hàm riêng ban đầu. Nhận được sự sai khác giữa phương

trình ban đầu với nghiệm gần đúng (gọi sự sai khác này là hàm lỗi).

• Tối thiểu hóa sai số: Hàm lỗi phải thỏa mãn một số điều kiện nhằm tối

thiểu hóa sai số. Điều kiện tối thiểu hóa hàm lỗi là tích phân của hàm lỗi

với một hàm thử (hàm trọng số) bất kỳ bằng không.

• Giải phương trình đại số và xác định dạng hàm nghiệm: Giải các phương

trình đại số để tìm các hệ số của các hàm cơ sở và xác định dạng hàm

nghiệm gần đúng.

Mô tả toán học:

Giả sử phương trình đạo hàm riêng trong miền Ω với điều kiện biên cho trước

có dạng sau:

L(u) + f = 0 (2.24)

trong đó, u là các biến phụ thuộc và chưa xác định (có thể là các chuyển vị); f

là hàm lực đã biết; L đại diện cho toán tử vi phân.

Gọi uN ≈ u là nghiệm xấp xỉ của phương trình đạo hàm riêng. Nghiệm xấp
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xỉ này là tổ hợp tuyến tính của n hàm cơ sở định nghĩa như sau:

uN =

n∑
i

aiΦi = a1Φ1 + ...+ anΦn (2.25)

với ai là các hệ số; Φi là các hàm cơ cở.

Hàm lỗi (phần dư) của nghiệm xấp xỉ sau khi thay vào phương trình đạo hàm

riêng ban đầu:

RN = L

 n∑
i

aiΦi

+ f ̸= 0 (2.26)

Các hệ số ai được xác định sao cho hàm lỗi ở phương trình (2.26) thỏa mãn

điều kiện trực giao với hàm trọng số. Phương pháp Galerkin lựa chọn hàm trọng

số là hàm cơ sở của dạng nghiệm Φi, vì vậy các hệ số ai được xác định theo điều

kiện sau: ∫
Ω

ΦiRN (ai,Φi, f)dΩ = 0 (2.27)

trong đó, RN là hàm lỗi, Φi là hàm trọng số.

2.2.4. Phương pháp Runge-Kutta

Trong bài toán động lực học tấm vỏ, phương trình đạo hàm riêng chuyển động

được giải bằng phương pháp Galerkin đưa phương trình đạo hàm riêng chuyển

động về phương trình vi phân chuyển động theo thời gian. Trong luận án lựa

chọn phương pháp Runge-Kutta bậc 4 để giải phương trình vi phân chuyển động.

Một trong những phương pháp số được sử dụng rộng rãi để giải phương trình

vi phân là họ phương pháp Runge-Kutta. Họ phương pháp Runge-Kutta nhận

được từ khai triển chuỗi Taylor bỏ qua các đạo hàm bậc cao. Họ phương pháp

này gồm phương pháp Rung-Kutta bậc 1 (phương pháp Euler), bậc 2 (phương

pháp Heun, Midpoint, Ralston), bậc 3, bậc 4 và bậc 5, các phương pháp này dựa

trên việc rời rạc hóa thời gian để tìm lời giải gần đúng cho các phương trình vi
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phân thường. Trong đó, phương pháp Runge-Kutta bậc 4 là được sử dụng phổ

biến nhất.

Mô tả toán học:

Giả sử cho trước phương trình vi phân thường với giá trị đầu như sau:

ẏ = f(t, y), y(t0) = y0 (2.28)

trong đó, phương trình trên là hàcó nghiệm m gần đúmột ng y theo biến thời

gian t; f(t, y) là độ dốc (slope) của hàm y. Tại thời điểm ban đầu t0 giá trị y

tương ứng là y0.

Khai triển Taylor cho hàm y(t) tại ti + h như sau:

y (ti + h) = y (ti) + ẏ (ti)h+ ÿ (ti)
h2

2!
+ (ti)

h3

3!
+ (ti)

h4

4!
+ O

(
h5
)
, (2.29)

ti+1 = ti + h

Thay phương trình vi phân (2.28) và phương trình (2.29) thu được phương

trình sau:

yi+1 = yi + h

(
f (ti, yi) + ḟ (ti, yi)

h

2
+ f̈ (ti, yi)

h2

6
+ (ti, yi)

h3

24

)
+O

(
h5
)

(2.30)

Phương pháp Runge-Kutta bậc bốn nhận được từ phương trình (2.30) như

sau:

yi+1 = yi + (a1k1 + a2k2 + a3k3 + a4k4)h, (2.31)∑
ai = 1

trong đó, ai là các trọng số; ki là các độ dốc được thể hiện trong Hình 2.6.

Phương pháp Runge-Kutta bậc bốn sau khi xác định các hệ số ai được viết

lại như sau:

yi+1 = yi +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)h (2.32)

trong đó, h là bước tính thời gian.
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Các thành phần độ dốc được xác định như sau:

k1 = f (ti, yi) = ẏ (ti)

k2 = f

(
ti +

1

2
h, yi +

1

2
k1h

)
k3 = f

(
ti +

1

2
h, yi +

1

2
k2h

)
k4 = f (ti + h, yi + k3h)

Mô tả phương pháp Runge-Kutta bậc 4 trên phương diện hình học như sau:

Hình 2.6: Mô tả phương pháp Runge-Kutta bậc 4

2.3. Các khái niệm cơ bản

Trong phần này trình bày các khái niệm cơ bản trong bài toán phân tích mất

ổn định tĩnh và động lực học của tấm và vỏ FG-CNTRC.

2.3.1. Phân tích mất ổn định

Mất ổn định (Buckling) là ứng xử cơ học trong miền đàn hồi (mối quan hệ

ứng suất-biến dạng là tuyến tính) thường xảy ra trong các kết cấu như tấm hoặc
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vỏ, dưới tác dụng của tải trọng làm cho các kết cấu bị biến dạng bất thường

hoặc mất khả năng chịu tải. Khi một kết cấu chịu tải trọng nén nó có thể bị uốn

cong hoặc biến dạng, khi giá trị tải trọng tác dụng vượt quá một giới hạn cho

phép (Fcr-giá trị tải tới hạn), kết cấu sẽ bị mất ổn định nghĩa là bị uốn cong

hoặc biến dạng bất thường và không còn khả năng chịu tải như ban đầu.

Sau mất ổn định (Post-buckling) là trạng thái tiếp nối của trạng thái mất ổn

định sau khi kết cấu đạt tới giá trị tới hạn, khả năng chịu tải có thể không thay

đổi hoặc bắt đầu giảm dần, trong khi đó biến dạng vẫn tiếp tục tăng. Có thể

coi trạng thái sau mất ổn định như là một dạng đặc biệt của ứng xử phi tuyến

vật liệu xảy ra trong khoảng thời gian rất ngắn sau khi kết cấu vượt qua trạng

thái tới hạn.

Trạng thái mất ổn định và sau mất ổn định của kết cấu tấm và vỏ được thể

hiện trên phương diện hình học như Hình 2.7 thông qua biểu đồ quan hệ tải

trọng và chuyển vị.

(a). Kết cấu tấm (b). Kết cấu vỏ

Hình 2.7: Đường cong tải trọng-chuyển vị của kết cấu chịu nén

Phân tích mất ổn định kết cấu tấm, vỏ thường được chia làm hai bài toán

chính:
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• Phân tích mất ổn định: Phân tích mất ổn định (phân tích buckling) là bài

toán xác định giá trị tải trọng tới hạn (Fcr) (điểm rẽ nhánh hoặc điểm tới

hạn trên đường cong tải trọng - chuyển vị trong Hình 2.7) mà kết cấu có

thể chịu và làm việc trong miền đàn hồi.

• Phân tích sau tới hạn: Phân tích sau tới hạn (phân tích post-buckling) là

bài toán nghiên cứu trạng thái của kết cấu sau khi xảy ra sự mất ổn định,

tập trung vào việc nghiên cứu mối liên hệ tải trọng - động võng.

2.3.2. Tần số riêng và dao động tự do

Dao động tự do của một hệ xảy ra khi hệ đó không bị tác động bởi ngoại lực

và xuất phát từ sự biến đổi của năng lượng có thể là động năng hoặc thế năng.

Cụ thể, một hệ xảy ra dao động tự do là khi nó bị đẩy ra khỏi vị trí cân bằng

ban đầu và dao động mà không chịu ảnh hưởng từ các ngoại lực tác dụng.

Dao động tự do bỏ quả ảnh hưởng của lực cản được miêu tả bằng phương

trình vi phân sau:

Mü(t) +Ku(t) = 0 (2.33)

trong đó, M, K lần lượt là ma trận khối lượng, ma trận độ cứng của hệ. Phương

trình (2.33) gồm n phương trình vi phân thuần nhất với chuyển vị u(t), gia tốc

ü(t) .

Tần số riêng của hệ dao động tự do không cản thường được ký hiệu là ωn và

được xác định từ bài toán trị riêng của phương trình (2.33), như sau:[
K− ω2

nM
]
ϕn = 0 (2.34)

Hệ phương trình (2.34) là hệ phương trình thuần nhất luôn có nghiệm tầm

thường với ϕn = 0 tương ứng với trạng thái hệ không chuyển động. Tần số dao
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động tự do của hệ được xác định bằng phương trình đặc trưng sau:∣∣K− ω2
nM
∣∣ = 0 (2.35)

trong đó, ωn là tần số riêng; ϕn là dạng dao động riêng xác định tương ứng với

tần số riêng thay vào phương trình (2.34). Giá trị nhỏ nhất của tần số riêng được

gọi là tần số cơ bản ω0 (fundamental frequency), dạng dao động riêng tương ứng

ϕ0 được gọi là dạng dao động cơ bản của hệ.

2.3.3. Phân tích đáp ứng động lực học

Đáp ứng động lực học (Dynamic response) là ứng xử của kết cấu phản ứng

lại các tải trọng động tác dụng lên nó. Phân tích đáp ứng động là bài toán đánh

giá các đại lượng đặc trưng của chuyển động (như chuyển vị, vận tốc và gia tốc)

phụ thuộc vào thời gian dưới tác dụng của tải trọng động.

Tải trọng động là tải trọng có giá trị, phương chiều hay điểm tác dụng của

nó biến đổi theo thời gian. Nếu sự thay đổi theo thời gian của tải trọng được

biểu diễn bằng một hàm cụ thể được gọi là tải trọng xác định. Nếu sự thay đổi

không được biểu diễn bằng hàm cụ thể mà là số liệu rời rạc thì được gọi là tải

trọng bất kỳ. Tải trọng động được chia làm hai loại: tải trọng có chu kỳ và tải

trọng không có chu kỳ:

• Tải trọng có chu kỳ là tải trọng mà sự biến thiên theo thời gian của nó sẽ

lặp lại sau một khoảng thời gian T . Tải trọng có chu kỳ được chia thành

hai loại: tải trọng điều hòa và tải trọng chu kỳ bất kỳ.

• Tải trọng không có chu kỳ là tải trọng biến đổi một cách bất kỳ theo thời

gian. Tải trọng không có chu kỳ được chia thành tải trọng tác dụng ngắn

hạn như tải trọng xung và tải trọng tác dụng dài hạn.
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2.4. Các mô hình đồng nhất hoá FG-CNTRC

2.4.1. Các phương pháp xác định tính chất cơ học của vật liệu com-

posite

Tính chất cơ học của vật liệu composite phụ thuộc vào tỉ lệ thành phần vật

liệu tạo nên composite. Phương pháp xác định tính chất vật liệu composite dựa

trên tỉ lệ thể tích của các vật liệu thành phần được gọi là quy luật phối trộn

(Rule of mixture).

Theo quy luật phối trộn, tính chất vật liệu composite được xác định như sau:

PrC = PrMvM + PrF vF ,

vM + vF = 1
(2.36)

trong đó, Pr đại diện cho các tính chất vật liệu cơ học (như module đàn hồi, hệ

số Poisson...), v đại diện cho tỉ lệ thể tích. Các ký hiệu hiệu chỉ số dưới C , M , F

đại diện cho vật liệu composite, nền và sợi, tương ứng.

Các phương pháp mô phỏng để xác định tính chất cơ học của vật liệu com-

posite được phân loại theo kích thước mô hình (từ kích thước nano tới kích

thước macro).

Hình 2.8: Các phương pháp xác định tính chất vật liệu [28]
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Hình 2.8 thể hiện ba phương pháp mô phỏng phân loại theo kích thước mô

hình. Trong đó, phương pháp lượng tử mô phỏng ở kích thước nano gồm phương

pháp mô phỏng động học phân tử (MDS - Molecular Dynamics Simulation).

Phương pháp phần tử thể tích đại diện (RVE - Representive Volume Element)

mô phỏng ở kích thước micro. Phương pháp phần từ hữu hạn (Finite Element

Method) xác định tính chất vật liệu bằng cách xét các thí nghiệm của mô hình

ở kích thước macro.

2.4.2. Mô hình Halpin-Tsai

Mô hình Halpin-Tsai được phát triển dựa trên quy luật phối trộn để xác định

tính chất cơ học của vật liệu composite và được sử dụng cho nhiều loại vật liệu

khác nhau trong đó có vật liệu FG-CNT.

Tỉ lệ thể tích CNT ở lớp thứ kth theo các mô hình phân bố được xác định

như sau:

VCNT =


V ∗
CNT (UD)

2
(
|2k−NL−1|

NL

)
V ∗
CNT (FG-X)

2
(
1− |2k−NL−1|

NL

)
V ∗
CNT (FG-O)

(2.37)

với V ∗
CNT = WCNT

WCNT+(ρCNT /ρm)−(ρCNT /ρm)WCNT
, NL là số các lớp, WCNT tỉ lệ thể tích,

các chỉ số dưới “CNT ” và “m” đại diện cho vật liệu CNTs và vật liệu nền.

Tính chất vật liệu composite gia cường ống nano carbon sử dụng phương

trình Halpin-Tsai [47, 48]:

E =
3

8

(
1 + 2

(
lCNT /dCNT

)
ηLVCNT

1− ηL

)
Em +

5

8

(
1 + 2ηDVCNT

1− ηDVCNT

)
Em,

ηL =

(
ECNT /Em

)
−
(
dCNT /4tCNT

)(
ECNT /Em

)
+
(
lCNT /2tCNT

) , ηD =

(
ECNT /Em

)
−
(
dCNT /4tCNT

)(
ECNT /Em

)
+
(
dCNT /2tCNT

) . (2.38)
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α =
αm

2

[
Vc(1− v) + VCNT (1 + vCNT ) + Vm(1 + vm)

(
αCNT

αm

)]
,

Vc =
VCNTECNT

(
αCNT

αm

)
+ VCNTEm

VCNTECNT + VmEm

(2.39)

trong đó, các ký hiệu lCNT , dCNT và tCNT đại diện tương ứng cho chiều dài,

đường kính và độ dày của ống nano carbon. ECNT , Em là các module Young

VCNT , Vm tương ứng là tỉ lệ thể tích của CNT và vật liệu nền.

Bảng 2.1: Tính chất vật liệu phụ thuộc vào nhiệt độ

Vật liệu Tính chất c1 c2 c3 c4 c5

Gốm

(Si3N4)

E(Pa) 384.43e9 0 -3.07e-4 2.16e-7 -8.946e-11

ρ(kg/m3) 2370 0 0 0 0

α(K−1) 5.87e-6 0 9.095e-4 0 0

v 0.24 0 0 0 0

Kim loại

(SUS304)

E(Pa) 201.04e9 0 3.079e-4 -6.534e-7 0

ρ(kg/m3) 8166 0 0 0 0

α(K−1) 12.33e-6 0 8.086e-4 0 0

v 0.3262 0 -2e-4 3.797e-7 0

CNTs

E(Pa) 6.3998e12 0 -6.779e-4 1.161e-6 -6.966e-10

ρ(kg/m3) 1350 0 0 0 0

α(K−1) -1.12515 0 -2.037e-2 2.566e-5 -1.01e-8

v 0.175 0 0 0 0

Vật liệu nền có thể được lựa chọn là vật liệu đồng nhất hoặc vật liệu FGM

tạo từ gốm và kim loại. Trong trường hợp, vật liệu nền là FGM, các tính chất

vật liệu phụ thuộc theo tỉ lệ thể tích (N) [89] được xác định như sau:

Pm = Pme + (Pce − Pme)

(
1

2
+

z

h

)N

, −h

2
≤ z ≤ h

2
(2.40)
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với Pm đại diện cho module Young (Em), hệ số Poisson (vm), hệ số giãn nở nhiệt

αm, mật độ khối lượng ρm, ký hiệu chỉ số dưới "me" và "ce" đại diện cho vật

liệu gốm và kim loại, tương ứng.

Tính chất vật liệu Pr của nền FGM và ống CNTs phụ thuộc nhiệt độ [87, 92]:

Pr (T ) = c0
(
c−1T

−1 + 1 + c1T + c2T
2 + c3T

3
)

(2.41)

với hệ số ci trình bày trong Bảng 2.1.

2.4.3. Mô hình vật liệu của Shen

Trong khi mô hình Halpin-Tsai dành cho vật liệu CNT phân bố hỗ độn, còn

mô hình vật liệu được đề suất bởi tác giả Shen [92] là dành cho vật liệu CNT

phân bố đồng phương với tính chất vật liệu FG-CNTRC được xác định dựa trên

quy luật phối trộn kết hợp với phương pháp mô phỏng MD như sau:

E11 = η1VCNTE
CNT
11 + Vm,

η2
E22

=
VCNT

ECNT
22

+
Vm
Em

,

η3
G12

=
VCNT

GCNT
12

+
Vm
Gm

,

(2.42)

trong đó, ECNT
11 , ECNT

22 , GCNT
12 là các module Young và module cắt của ống nano

carbon đơn vách (10,10) (SWCNTs) với giá trị thể hiện trong Bảng 2.2.

Bảng 2.2: Tính chất vật liệu phụ thuộc nhiệt độ của (10, 10) SWCNTs

T E11 E22 E12 G12 G23

(K) (GPa) (GPa) (GPa) (GPa) (GPa)

300 5.6466 7.0800 1.9445 3.4584 5.1682

400 5.5679 6.9814 1.9703 4.1496 5.0905

500 5.5308 6.9348 1.9643 4.5361 5.0189

700 5.4744 6.8641 1.9644 4.6677 4.8943

1000 5.2814 6.6220 1.9451 4.2800 4.7532
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Vật liệu composite được chọn gồm hai loại nền polymer là nền Poly Methyl

MethAcrylate (PMMA) và nền Poly(m-PhenyleneVinylene)-co-[(2,5-dioctoxy-p-

phenylene)vinylene] (PmPV) với tính chất được thể hiện trong Bảng 2.3.

Bảng 2.3: Tính chất vật liệu nền phụ thuộc nhiệt độ

Nền Em (GPa) vm αm(×10−6/K)

PMMA (3.52− 0.0034∆T) 0.34 45 (1 + 0.0005∆T)

PmPV (3.51− 0.0047∆T) 0.34 45 (1 + 0.0005∆T)

Hệ số hiệu chỉnh ηi(i = 1, ..., 3) trong phương trình (2.42) tương ứng cho từng

loại nền và tỉ lệ thể tích CNT xác định trong Bảng 2.4.

Bảng 2.4: Hệ số hiệu chỉnh cho kết cấu composite gia cường ống nano carbon

Loại

composite
V ∗
CNT η1 η2 η3

PMMA/CNT

0.12 0.137 1.022 0.715

0.17 0.142 1.626 1.138

0.28 0.141 1.585 1.110

PmPV/CNT

0.11 0.149 0.934 0.654

0.14 0.150 0.941 0.659

0.17 0.149 1.381 0.967

Ống CNT phân bố đều (UD) hoặc biến đổi tuyến tính theo chiều dày (FG)

với các mô hình phân bố CNT như trong Hình 2.9 và công thức sau:

VCNT =


V ∗
CNT (UD)

4V ∗
CNT

|z|
h (FG-X)

2V ∗
CNT

(
1− 2

|z|
h

)
(FG-O)

, Vm = 1− VCNT . (2.43)
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Hình 2.9: Sự phân bố CNT qua chiều dày kết cấu (a) Phân bố đều (UD), (b)
Tỉ lệ thể tích CNT lớn nhất ở mặt ngoài (FG-X), (c) Tỉ lệ thể tích CNT lớn
nhất ở mặt giữa (FG-O)

2.5. Kết luận chương 2

Các lý thuyết và phương pháp áp dụng cho phân tích mất ổn định và động lực

học phi tuyến của tấm và vỏ FG-CNTRC đã trình bày gồm những giả thiết cơ

bản của các lý thuyết tấm vỏ từ lý thuyết cổ điển tới lý thuyết biến dạng cắt bậc

cao; nguyên lý công ảo, nguyên lý Hamilton làm cơ sở xây dựng phương trình

cân bằng và chuyển động của tấm và vỏ FG-CNTRC; phương pháp Galerkin

giải phương trình đạo hàm riêng; phương pháp Runge-Kutta bậc 4 giải phương

trình vi phân chuyển động; các mô hình đồng nhất hoá vật liệu FG-CNTRC;

các khái niệm cơ bản về bài toán phân tích mất ổn định và động lực học của

tấm và vỏ FG-CNTRC.
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CHƯƠNG 3. PHÂN TÍCH MẤT ỔN ĐỊNH CỦA TẤM

VÀ VỎ FG-CNTRC

3.1. Phân tích mất ổn định của tấm FG-CNTRC

Trong phần này trình bày kết quả phân tích mất ổn định của tấm nanocom-

posite gia cường ống nano carbon có cơ tính biến thiên chịu tác dụng của tải

trọng nén đều và không đều (tải trọng hình parabol và hình sin). Phương pháp

bán giải tích và phương pháp mô phỏng được sử dụng để phân tích bài toán

này. Cụ thể như sau:

• Phương pháp bán giải tích: Thiết lập các phương trình cân bằng của tấm

theo lý thuyết biến dạng cắt bậc 3 kết hợp với tính phi tuyến hình học von

Kármán dựa trên nguyên lý công ảo (Nội dung trình bày ở Chương 2). Sau

đó, các phương trình này được thiết lập ở dạng phương trình đạo hàm riêng

theo tọa độ và được giải bằng việc kết hợp các phương pháp Galerkin, hàm

ứng suất Airy, và cân bằng điều hòa. Mục đích xác định giá trị tải trọng tới

hạn và mối quan hệ tải trọng - độ võng.

• Phương pháp mô phỏng : Xây dựng mô hình phần tử hữu hạn 3D và một

chương trình con USDFLD viết trên FORTRAN sau đó đưa vào ABAQUS

để mô phỏng sự phân bố của các ống nano carbon biến thiên theo chiều

dày của tấm nhắm mục đích xác định giá trị tải trọng tới hạn. Kết quả hệ

số tải tới hạn được so sánh với phương pháp bán giải tích.
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3.1.1. Các phương trình cơ bản của tấm FG-CNTRC

Mô hình tấm FG-CNTRC với mô hình vật liệu của Shen như phương trình

(2.42) có chiều dài a và chiều rộng b và chiều dày h được thể hiện trên Hình

3.1. Hệ trục tọa độ (x, y, z) với mặt phẳng (x, y) là mặt giữa của tấm và chiều

z theo chiều dày của tấm.

Hình 3.1: Mô hình tấm FG-CNTRC

Các thành phần chuyển vị u (x, y, z, t), v (x, y, z, t), w (x, y, z, t) tương ứng theo

các trục x, y, z dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc 3 của Reddy, được xác định

theo công thức sau:

u (x, y, z, t) = u0 (x, y, t) + zϕx (x, y, z, t)−
4z3

3h2

(
ϕx +

∂w0

∂x

)
v (x, y, z, t) = v0 (x, y, t) + zϕy (x, y, z, t)−

4z3

3h2

(
ϕy +

∂w0

∂y

)
w (x, y, z, t) = w0 (x, y, t)

(3.1)

trong đó, u0 (x, y, t),v0 (x, y, t),w0 (x, y, t) là chuyển vị tại mặt giữa, ϕx (x, y, t) =

∂u
∂z

∣∣∣
z=0

, ϕy (x, y, t) =
∂v
∂z

∣∣∣
z=0

là góc quay tương ứng tại z = 0.

Mối quan hệ của các thành phần biến dạng và chuyển vị của tấm có xét tới

tính phi tuyến hình học Von-Kármán được xác định như sau [87]:
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
εx

εy

γxy

 =


∂u
∂x + 1

2

(
∂w
∂x

)2
∂v
∂y + 1

2

(
∂w
∂y

)2
∂u
∂y + ∂v

∂x + ∂w
∂x

∂w
∂y

 ,

γxz

γyz

 =

∂u
∂z + ∂w

∂x

∂v
∂z +

∂w
∂y

 (3.2)

Thay các thành phần chuyển vị trong phương trình (3.1) vào phương trình

(3.2) nhận được:

ε = ε0 + zk1 + z3k3, γ = γ0 + z2k2 (3.3)

trong đó,

ε0 =


ε0x

ε0y

γ0xy

 =


∂u0

∂x + 1
2

(
∂w0

∂x

)2
∂v0
∂y + 1

2

(
∂w0

∂y

)2
∂u0

∂y + ∂v0
∂x + ∂w0

∂x
∂w0

∂y

 , γ0 =

γ0xz

γ0yz

 =

ϕx +
∂w0

∂x

ϕy +
∂w0

∂y



k1 =


k1x

k1y

k1xy

 =


∂ϕx

∂x

∂ϕy

∂y

∂ϕx

∂y + ∂ϕy

∂x

 , k2 =

k2xz

k2yz

 = −c2

ϕx +
∂w0

∂x

ϕy +
∂w0

∂y

 ,

k3 =


k3x

k3y

k3xy

 = −c1


∂ϕx

∂x + ∂2w0

∂x2

∂ϕy

∂y + ∂2w0

∂y2

∂ϕx

∂y + ∂ϕy

∂x + 2 ∂2w0

∂x∂y

 , c1 =
4

3h2
, c2 = 3c1

(3.4)

Định luật Hooke cho quan hệ ứng suất - biến dạng của tấm FG-CNTRC theo

mô hình vật liệu của Shen (phương trình 2.42) trong môi trường nhiệt được xác

định như sau:

σx

σy

σxy

σyz

σxz


=



Q11 Q12 0 0 0

Q12 Q22 0 0 0

0 0 Q66 0 0

0 0 0 Q44 0

0 0 0 0 Q55







εx

εy

γxy

γyz

γxz


−∆T



α11

α22

0

0

0




(3.5)
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trong đó, Q11 =
E11

1−v12v21
, Q12 =

v12E22

1−v12v21
, Q22 =

E22

1−v12v21
, Q44 = G23, Q55 = G13, Q66 =

G12.

Các phương trình chuyển động (cân bằng) của tấm theo lý thuyết biến dạng

cắt bậc 3 được xây dựng dựa trên nguyên lý Hamilton [87] như sau:

T∫
0

(δU + δV − δK) dt = 0 (3.6)

Công ảo của năng lượng biến dạng đàn hồi xác định như sau:

δU =

∫
V

σ δεdV =

∫
A

h
2∫

−h
2

(
σxδεx + σyδεy + σxyδγxy + σxzδγxz + σyzδγyz

)
dzdA (3.7)

Thay phương trình (3.3) vào phương trình (3.7) nhận được:

δU =

∫
A



Nx

(
∂δu0

∂x +
(
∂w0

∂x
∂δw0

∂x

))
+Mx

∂δϕx

∂x − c1Px

(
∂δϕx

∂x + ∂2δw0

∂x2

)
+Ny

(
∂δv0
∂y +

(
∂w0

∂y
∂δw0

∂y

))
+My

∂δϕy

∂y − c1Py

(
∂δϕy

∂y + ∂2δw0

∂y2

)
+Nxy

(
∂δu0

∂y + ∂δv0
∂x +

(
∂w0

∂x
∂δw0

∂y + ∂w0

∂y
∂δw0

∂x

))
−c1Pxy

(
∂δϕx

∂y + ∂δϕy

∂x + 2∂w0

∂x
∂δw0

∂y + 2∂w0

∂y
∂δw0

∂x

)
+Mxy

(
∂δϕx

∂y + ∂δϕy

∂x

)
+Qxz

(
δϕx +

∂δw0

∂x

)
− c2Kxz

(
δϕx +

∂δw0

∂x

)
+Qyz

(
δϕy +

∂δw0

∂y

)
− c2Kyz

(
δϕy +

∂δw0

∂y

)


dA

(3.8)

trong đó,

(Ni,Mi, Pi) =

h
2∫

−h
2

σi
(
1, z, z3

)
dz, {i = x, y, xy}

(Qi, Ki) =

h
2∫

−h
2

σi
(
1, z2

)
dz, {i = xz, yz}

(3.9)

Thay phương trình (3.3) và phương trình (3.5) vào phương trình (3.9), xác
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định được các thành phần lực và moment được biểu diễn như sau:
N

M

P

 =


[A] [B] [D]

[B] [C] [E]

[D] [E] [G]




ε0

k1

k3

−


N th

M th

P th

Q

K

 =

[As] [Cs]

[Cs] [Es]

γ0

k2


(3.10)

trong đó,

[A] =


A11 A12 0

A12 A22 0

0 0 A66

 , [B] =


B11 B12 0

B12 B22 0

0 0 B66

 , [C] =


C11 C12 0

C12 C22 0

0 0 C66

 ,

[D] =


D11 D12 0

D12 D22 0

0 0 D66

 , [E] =


E11 E12 0

E12 E22 0

0 0 E66

 , [G] =


G11 G12 0

G12 G22 0

0 0 G66

 ,

[As] =

A44 0

0 A55

 , [Cs] =

C44 0

0 C55

 , [Es] =

E44 0

0 E55


{
N th
}

=
[
N th

x , N th
y , 0

]T
,
{
M th

}
=
[
M th

x ,M th
y , 0

]T
,
{
P th
}
=
[
P th
x , P th

y , 0
]T

(
Aij , Bij , Cij , Dij , Eij , Gij

)
=

h
2∫

−h
2

Qij

(
1, z, z2, z3, z4, z6

)
dz, ( i, j = 1, 2, 6)

(
Asij , Csij , Esij

)
=

h
2∫

−h
2

Qij

(
1, z2, z4 (z)

)
dz, ( ij = 44, 55) ,
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(N th
x ,M th

x , P th
x ) =

h
2∫

−h
2

(Q11α11 +Q12α22)∆T
(
1, z, z3

)
dz

(N th
y ,M th

y , P th
y ) =

h
2∫

−h
2

(Q12α11 +Q22α22)∆T
(
1, z, z3

)
dz

Công ảo của ngoại lực thực hiện bởi lực phân bố đều và lực nền đàn hồi được

xác định như sau:

δV = −
∫
A

(qδw0 − qeδw0) dA (3.11)

Công ảo của động năng:

δK =

∫
V

ρu̇δu̇dV =

∫
A

∫ h
2

−h
2

ρz (u̇δu̇+ v̇δv̇ + ẇδẇ) dzdA

=

∫
A



I0ẇ0δẇ0 +

(
I0u̇0 + I1ϕ̇x − c1I3

(
ϕ̇x +

∂ẇ0

∂x

))
δu̇0

+

(
I1u̇0 + I2ϕ̇x − c1I4

(
ϕ̇x +

∂ẇ0

∂x

))
δϕ̇x

−
(
c1I3u̇0 + c1I4ϕ̇x − c1

2I6

(
ϕ̇x +

∂ẇ0

∂x

))(
δϕ̇x +

∂δẇ0

∂x

)
+

(
I0v̇0 + I1ϕ̇y − c1I3

(
ϕ̇y +

∂ẇ0

∂y

))
δv̇0

+

(
I1v̇0 + I2ϕ̇y − c1I4

(
ϕ̇y +

∂ẇ0

∂y

))
δϕ̇y

−
(
c1I3v̇0 + c1I4ϕ̇y − c21I6

(
ϕ̇y +

∂ẇ0

∂y

))(
δϕ̇y +

∂δẇ0

∂y

)



dA

(3.12)

Trong đó, các moment quán tính được xác định như sau:

Ii =

h
2∫

−h
2

ρzz
idz (i = 0, ..., 6) (3.13)

Thay các phương trình (3.8), (3.11), và (3.12) vào phương trình (3.6) theo

nguyên lý Hamilton sử dụng tích phân từng phần cho từng số hạng là vi phân
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theo tọa độ hoặc thời gian nhằm mục đích hạ bậc vi phân của chuyển vị ảo về

thành chuyển vị ảo. Các đại lượng lấy cận tích phân theo tọa độ là các điều

kiện biên về lực trên biên. Các biểu thức trước các chuyển vị ảo là phương trình

chuyển động Euler-Lagrange cần tìm, số phương trình thu được tương ứng với

số chuyển vị ảo như sau:

δu0 :
∂Nx

∂x
+

∂Nxy

∂y
= I0

∂2u0
∂t2

+ J1
∂2ϕx
∂t2

− c1I3
∂3w0

∂x∂t2

δv0 :
∂Nxy

∂x
+

∂Ny

∂y
= I0

∂2v0
∂t2

+ J1
∂2ϕy
∂t2

− c1I3
∂3w0

∂y∂t2

δw0 :

∂
∂x

(
Nx

∂w0

∂x +Nxy
∂w0

∂y

)
+ ∂

∂y

(
Nxy

∂w0

∂x +Ny
∂w0

∂y

)
+c1

(
∂2Px

∂x2 + 2∂
2Pxy

∂x∂y + ∂2Py

∂y2

)
+ ∂Qx

∂x + ∂Qy

∂y − c2

(
∂Rx

∂x + ∂Ry

∂y

)
+ q

−Kww0 +Kp

(
∂2w0

∂x2 + ∂2w0

∂y2

)
= I0

∂2w0

∂t2 + c1I3

(
∂3u0

∂x∂t2 +
∂3u0

∂y∂t2

)
+c1J4

(
∂3ϕx

∂x∂t2 +
∂3ϕx

∂y∂t2

)
− c21I6

(
∂4w0

∂x2∂t2 +
∂4w0

∂y2∂t2

)
δϕx :

∂Mx

∂x + ∂Mxy

∂y − c1

(
∂Px

∂x + ∂Pxy

∂y

)
−Qx + c2Rx = J1

∂2u0

∂t2

+K2
∂2ϕx

∂t2 − c1J4
∂3w0

∂x∂t2

δϕy :

∂Mxy

∂x + ∂My

∂y − c1

(
∂Pxy

∂x + ∂Py

∂y

)
−Qy + c2Ry = J1

∂2v0
∂t2

+K2
∂2ϕy

∂t2 − c1J4
∂3w0

∂y∂t2

(3.14)

trong đó,

Ii =

h
2∫

−h
2

ρzidz, Ji = Ii − c1Ii+2, K2 = I2 − 2c1I4 + c21I6, (i = 0 ,...,6)

Trong luận án này giải bài toán tấm vỏ theo phương pháp hàm ứng suất, biểu

diễn các thành phần nội lực qua một hàm ứng suất Airy f (x, y, t) như sau:

Nx =
∂2f

∂y2
, Ny =

∂2f

∂x2
, Nxy = − ∂2f

∂x∂y
(3.15)

Để xác định nghiệm hàm ứng suất cần xét điều kiện tương thích biến dạng

của tấm như sau:

∂2ε0x
∂y2

+
∂2ε0y
∂x2

−
∂2γ0xy
∂x∂y

=

(
∂2w0

∂x∂y

)2

− ∂2w0

∂x2
∂2w0

∂y2
(3.16)
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3.1.2. Phương pháp bán giải tích

Các phương trình cơ bản của tấm theo lý thuyết biến dạng cắt bậc 3 đã được

thiết lập trong phần trước gồm phương trình cân bằng thu được từ việc bỏ qua

thành phần lực quán tính trong phương trình (3.14), phương trình tương thích

biến dạng (3.16).

Phương trình tương thích biến dạng của tấm được viết lại theo hàm ứng suất

f(x, y) như sau:

A∗
11
∂4f

∂x4
+ A∗

22
∂4f

∂y4
+
(
−2A∗

12 + A∗
66

) ∂4f

∂x2∂y2

+
(
−D∗

11c1 +B∗
11

) ∂3ϕx
∂x3

+
(
D∗

21c1 −D∗
66c1 −B∗

21 +B∗
66

) ∂3ϕx
∂x∂y2

+
(
−D∗

12c1 −D∗
66c1 +B∗

12 +B∗
66

) ∂3ϕy
∂x2∂y

+
(
D∗

22c1 −B∗
22

) ∂3ϕy
∂y3

−D∗
11c1

∂4w0

∂x4
+D∗

22c1
∂4w0

∂y4
+
(

−D∗
12c1 +D∗

12c1 − 2D∗
66c1

)
∂4w0

∂x2∂y2

=

(
∂2w0

∂x∂y

)2

− ∂2w0

∂x2
∂2w0

∂y2
.

(3.17)

trong đó, các hệ số A∗
ij , B

∗
ij , D

∗
ij được trình bày trong Phụ lục A.1.

Phương trình cân bằng viết theo hàm ứng suất f(x, y, t) xác định như sau:

G11 (w0) +G12 (ϕx) +G13

(
ϕy
)
+G14(f) + S (w0, f) = 0

G21 (w0) +G22 (ϕx) +G23

(
ϕy
)
+G24 (f) = 0

G31 (w0) +G32 (ϕx) +G33

(
ϕy
)
+G34 (f) = 0

(3.18)

trong đó, các hệ số Gij(i = 1, 2, 3; j = 1, ..., 4) được trình bày trong Phụ lục A.1.

Hai phương trình (3.17) và (3.18) là của bài toán phân tích mất ổn định tĩnh

của tấm FG-CNTRC nhằm xác định giá trị tải trọng tới hạn và mối quan hệ

của tải trọng và độ võng. Điều kiện biên tựa đơn tất cả các cạnh (SSSS) của bài

toán này được xác đinh trong phương trình (3.19) với dạng nghiệm của hàm độ

võng và góc quay như phương trình (3.20).

Điều kiện biên tựa đơn (SSSS) theo lý thuyết biến dạng cắt bậc 3 được xác
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định cho các thành phần chuyển vị từ phương trình (3.1) là:

Tại x = 0, a :

w0 = 0, v0 = 0, w,x = 0, w,y = 0, ϕx = 0, ϕy = 0, Nxy = 0, Nx = Nx0.

Tại y = 0, b :

w0 = 0, u0 = 0, w,x = 0, w,y = 0, ϕx = 0, ϕy = 0, Nxy = 0, Ny = Ny0.

(3.19)

Nghiệm xấp xỉ thỏa mãn điều kiện biên tựa đơn tất cả các cạnh (phương

trình 3.19) được tìm là:
w(x, y, t)

ϕx(x, y, t)

ϕy(x, y, t)

 =


W (t) sinλmx sin δny

Φx (t) cosλmx sin δny

Φy (t) sinλmx cos δny

 (3.20)

trong đó, λm = mπ/a,δn = nπ/b, và W (t) ,Φx (t) ,Φy (t) là biên độ của chuyển vị

và góc quay, tương ứng.

Dạng nghiệm hàm ứng suất f (x, y) được tìm từ việc thoả mãn điều kiện biên

SSSS (phương trình 3.19) và phương trình tương thích biến dạng (phương trình

3.17) dựa trên phương pháp cân bằng điều hòa bằng cách thay dạng nghiệm ở

phương trình (3.20), cụ thể như sau:

f (x, y) = F0 + F1 cos 2λmx+ F2 cos 2δny + F3sinλmx sin δny (3.21)

trong đó, F0 được xác định cho tải nén đều dọc trục F0 = 1
2Nxoy

2 + 1
2Nyox

2; tải

nén dọc trục không đều parabol F0 = 6Nxo

(
y
b −

y2

b2

)
+ 6Nyo

(
x
a − x2

a2

)
.

Các giá trị hệ số Fi trong phương trình nghiệm (3.21) tìm được bằng cách thay

phương trình (3.21) vào phương trình tương thích biến dạng của tấm (phương

trình 3.16) và sử dụng phương pháp cân bằng điều hòa.

F1 =
β2

32A∗
11α

2
W 2, F2 =

α2

32β2A∗
22

W 2, F3 =
F31

FD
Φx +

F32

FD
Φy +

F33

FD
W (3.22)
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với,

FD =
(
A∗
11α

4 − 2A∗
12α

2β2 + A∗
22β

4 + A∗
66α

2β2
)

F31 =
(
α3c1D

∗
11 − αβ2c1D

∗
21 + αβ2c1D

∗
66 − α3B∗

11 + αβ2B∗
21 − αβ2B∗

66

)
F32 =

(
α2βc1D

∗
12 − β3c1D

∗
22 + α2βc1D

∗
66 − α2βB∗

12 + β3B∗
22 − α2βB∗

66

)
F33 = c1

(
D∗

11α
4 + α2β2D∗

12 − α2β2D∗
21 −D∗

22β
4 + 2α2β2D∗

66

)
Thay phương trình (3.21) vào phương trình (3.18) và áp dụng điều kiện của

phương pháp Galerkin (trình này trong Chương 2), thu được kết quả phương

trình sau:

K1
1W +K2

1W
2 +K3

1W
3 +K4

1Φx +K5
1Φy +K6

1Φx (W )

+K7
1Φy (W ) +Nx0K

8
1 = 0

K1
2W +K2

2W
2 +K3

2Φx +K4
2Φy = 0

K1
3W +K2

3W
2 +K3

3Φx +K4
3Φy = 0

(3.23)

trong đó, các hệ số Kij(i = 1, 2, 3; j = 1, ..., 8) được trình bày trong Phụ lục A.1.

Từ hai phương trình cuối của hệ phương trình (3.23) rút giá trị Φx,Φy và thay

vào phương trình đầu nhận được phương trình sau đây:

o1W + o2W
2 + o3W

3 + o4WNx0 = 0 (3.24)

trong đó, các hệ số oi(i = 1, ..., 4) được trình bày trong Phụ lục A.1.

Phương trình liên hệ giữa tải trọng nén dọc trục và độ võng được xác định

như sau (Nx0 = −Fxh):

Fx =
ō1 + ō2W̄ + ō3W̄

2

ō4
(3.25)

với, W̄ = W
h , ō1 = o1h, ō2 = o2h

2, ō3 = o3h
3, ō4 = o4h.

Từ phương trình (3.25) với W → 0 thu được biểu thức tải mất ổn định như

sau:

Fmn =
ō1
ō4

(3.26)
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Giá trị tải trọng tới hạn Fcr là giá trị nhỏ nhất của tải mất ổn định trong

phương trình trên phụ thuộc vào sự thay đổi của mode mất ổn định (m,n).

Phương trình (3.25) và (3.26) được sử dụng để phân tích cho bài toán mất

ổn định của tấm FG-CNTRC nhằm xác định giá trị tải trọng tới hạn Fcr và mối

quan hệ giữa tải trọng và động võng.

3.1.3. Phương pháp mô phỏng

Phần này trình bày mô hình FEM 3D của tấm FG-CNTRC nhiều lớp trong

ABAQUS và xây dựng một chương trình con USDFLD được viết trên FOR-

TRAN để mô tả sự phân bố CNT biến đổi tuyến tính theo chiều dày tấm. Sau

đó, áp dụng mô mình này cho phân tích mất ổn định của tấm FG-CNTRC xác

định giá trị tải trọng tới hạn và so sánh với phương pháp bán giải tích.

Phân tích hai mô hình phân bố các ống nano carbon trong tấm composite

nhiều lớp như trong Hình 3.2: (a) Sự phân bố tuyến tính của CNT trong mỗi

lớp tạo ra tấm composite nhiều lớp có CNT phân bố biến đổi chức năng theo

chiều dày trong toàn bộ tấm (Mô hình 1). (b) Sự phân bố của CNT biến đổi

theo chiều dày trong từng lớp của tấm composite nhiều lớp (Mô hình 2).

(a). Mô hình I: FG-X (b). Mô hình II: FG-X

Hình 3.2: Mặt cắt tấm composite nhiều lớp với hai mô hình phân bố CNT

Xét tấm có chiều dài a, chiều rộng là b với kích thước a = b = 10 và độ dày là

h = 1, phần tử C3D8 (phần tử khối lập phương lục diện) chia thành 20 phần tử
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mỗi mặt và 2 phần tử dọc theo chiều dày, được rời rạc hóa với 1323 node. Mặt

cắt của các phần tử khối được giả định được tạo thành từ hai lớp vật liệu, có

độ dày bằng 0.25 và 15 điểm tích phân. Vật liệu tạo nên các lớp được coi là đàn

hồi tuyến tính, với sự phân bố biến đổi chức năng của CNT theo chiều dày của

tấm nhiều lớp. Sự phân bố này được xác định thông qua việc sử dụng chương

trình con USDFLD với biến định nghĩa trong chương trình con USDFLD là tỉ

lệ thể tích của CNT tương ứng với sự biến đổi của các đặc tính vật liệu theo

chiều dày.

(a). Lớp 1 và 2

(b). Lớp 3 và 4

Hình 3.3: Mô hình phần tử hữu hạn của tấm

Mô hình và mặt cắt của tấm được thể hiện trong Hình 3.3. Trong hình này,

tấm gồm 4 lớp composite đươc trình bày thành hai hình gồm lớp 1 và 2 (Hình

3.2a) và lớp 3 và 4 (Hình 3.2b) các sợi được hiển thị bằng các đường thẳng mảnh

màu đen, trong khi đó các điểm tích phân (15 điểm) thì biểu thị dưới dạng các

chấm đen đậm dọc theo độ dày của mỗi lớp.

Các tải trọng phân bố được đặt như tải tập trung vào từng node của mặt
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giữa trên các cạnh biên của tấm. Điều kiện biên cũng được đặt tại các nút trên

biên. Mô hình điều kiện biên và tải trọng được trình bày trong Hình 3.4 và 3.5.

(a). Tựa đơn các cạnh - SSSS (b). Ngàm các cạnh - CCCC

Hình 3.4: Điều kiện biên của tấm

(a). Tải nén đều
|Nx| =

∣∣Ny

∣∣ = N0

(b). Tải Parabal |Nx| = 6N0

(
y
b −

y2

b2

)
,∣∣Ny

∣∣ = 6N0

(
x
a − x2

a2

)

(c). Tải hình sin |Nx| = π
2N0 sin

(
πy
b

)
,∣∣Ny

∣∣ = π
2N0 sin

(
πx
a

)
Hình 3.5: Mô hình phân bố của các loại tải trọng
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3.1.4. Kết quả và thảo luận

3.1.4.1. Kết quả so sánh

Trong phần này, các kết quả so sánh mô hình phần tử hữu hạn (FEM) sử

dụng chương trình con USDFLD mô tả sự phân bố biến đổi chức năng theo chiều

dày của các ống CNT và phương pháp bán giải tích cho bài toán mất ổn định

của tấm FG-CNTRC đơn lớp chịu tải parabol trong Bảng 3.1 cho hệ số tải trọng

tới hạn kcr =
Fcrb

2

(π2Dm)
, Dm = Emh3

12(1−v212)
với thông số b/h = 50, a = b = 1, V ∗

CNT = 0.17.

Trong Bảng 3.2 và 3.3 so sánh hệ số tải trọng tới hạn của tấm FG-CNTRC

nhiều lớp tựa đơn 4 cạnh chịu tải parabol và tải tuần hoàn. Thông số trong Bảng

3.2 là V ∗
CNT = 0.28, b/h = 10, a = b và Bảng 3.3 là V ∗

CNT = 0.17, b/h = 10, a = b

Từ kết quả các bảng này, giá trị hệ số tải trọng tới hạn sử dụng cả hai phương

pháp gần với các kết quả của Kiani [58] (tấm composite gia cường FG-CNT dưới

tải trọng parabol) và Adhikari và Singh [10] (tấm composite gia cường FG-CNT

nhiều lớp chịu tải nén dọc trục 2 và 4 cạnh không đều (tải parabol và tải tuần

hoàn).

Bảng 3.1: Hệ số tải trọng tới hạn kcr của tấm đơn lớp SSSS gia cường FG-CNT

Loại phân bố

CNT

Tài liệu [58] Tài liệu [10] Luận án

(FEM)

Luận án

(Giải tích)

UD 59.1919

(1.51%)*

59.1758

(1.54%)

60.3467

(0.41%)

60.0992

FG-X 84.3870

(2.31%)

84.3354

(2.37%)

84.9354

(1.68%)

86.3828

FG-O 33.0091

(0.97%)

33.2042

(0.38%)

33.9470

(1.84%)

33.3321

* giá trị sai khác (%) với kết quả của luận án theo phương pháp giải tích.
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Bảng 3.2: Hệ số tải trọng tới hạn kcr của tấm nhiều lớp SSSS gia cường FG-
CNT chịu tải parabol (V ∗

CNT = 0.28, b/h = 10, a = b)

Tải trọng
Nén 2 cạnh Nén 4 cạnh

UD FG-X UD FG-X

Tài liệu [10] 50.1738 53.4266 25.0611 26.6916

Luận án (FEM) 50.8963 53.1447 25.2823 26.4224

Sai khác (%) 1.42(%) 0.53(%) 2.06(%) 1.02(%)

Bảng 3.3: Hệ số tải trọng tới hạn kcr của tấm nhiều lớp SSSS gia cường FG-
CNT chịu tải parabol và tải tuần hoàn (V ∗

CNT = 0.17, b/h = 10, a = b)

Tài liệu Tải trọng
Nén 2 cạnh Nén 4 cạnh

UD FG-X UD FG-X

Tài liệu [10]

Parabol

37.3837 38.8689 18.6876 19.4302

Luận án (FEM) 35.9630 36.6683 18.3715 18.7429

Sai khác (%) 3.95(%) 6(%) 1.72(%) 3.67(%)

Tài liệu [10]

Tuần hoàn

36.5603 38.0141 18.2794 19.0066

Luận án (FEM) 35.1773 35.8671 17.9733 18.3370

Sai khác (%) 3.93(%) 6(%) 1.72(%) 3.86(%)

3.1.4.2. Kết quả phân tích mất ổn định

Trong phần này trình bày kết quả phân tích mất ổn định của tấm FG-CNTRC

với hai mô hình phân tích như Hình 3.2. Hệ số tải trọng tới hạn kcr =
Fcrb

2

Emh3 của

tấm FG-CNTRC được phân tích với thông số hình học h = 1, b/h = 10, a = b,

thông số vật liệu FG-CNT đã được trình bày ở Chương 2

Bảng 3.4 so sánh hệ số tải trọng tới hạn kcr của tấm composite nhiều lớp cho

mô hình FEM 3D với hai loại mô hình như trong Hình 3.2. Mô hình 1 (Hình

3.1a) là sự phân bố tuyến tính của CNT trong từng lớp và tạo thành tấm FG-

CNTRC biến đổi chức năng khi kết hợp tất cả các lớp, Mô hình 2 (Hình 3.1b)
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là sự phân bố của CNT biến đổi chức năng theo chiều dày trong từng lớp. Với

Mô hình 1, hệ số tải trọng tới hạn của tấm là lớn nhất với kiểu phân bố FG-X

và nhỏ nhất với kiểu phân bố FG-O. Trong khi đó đối với Mô hình 2 thì kiểu

FG-O lại có hệ số tải trọng tới hạn là lớn nhất (lớn hơn không đáng kể so với

kiểu FG-X). Sự khác nhau giữa 2 mô hình có thể giải thích rằng sự phân bố ứng

suất trong tấm nhiều lớp. Đối với kiểu FG-O ở mô hình 1 thì mặt trên và mặt

dưới là vùng có tỉ lệ CNT là ít nhất trong khi đó đối với mô hình 2 thì sự phân

bố CNT lại đan xen trong từng lớp.

Bảng 3.4: So sánh 2 mô hình cho hệ số tải trọng tới hạn kcr của tấm SSSS
FG-CNTRC chịu tải nén parabol 2 cạnh

FEM V ∗
CNT UD FG-X FG-O

Mô hình I
V ∗
CNT = 0.28 30.5434 33.9581 24.1744

V ∗
CNT = 0.12 14.1040 15.6972 11.1700

Mô hình II
V ∗
CNT = 0.28 30.5434 31.0429 31.3792

V ∗
CNT = 0.12 14.1040 14.1196 14.2227

Bảng 3.5: So sánh 2 mô hình cho hệ số tải trọng tới hạn kcr của tấm SSSS
FG-CNTRC chịu tải nén parabol 2 cạnh

Loại CNT
FEM Giải tích

V ∗
CNT = 0.12 V ∗

CNT = 0.28 V ∗
CNT = 0.12 V ∗

CNT = 0.28

UD 14.1040 30.5434 14.2984 29.8636

FG-X 15.6972 33.9581 17.7611 36.5837

FG-O 11.1700 24.1744 10.8193 23.0612

Bảng 3.5 so sánh hệ số tải tới hạn của các tấm FG-CNTRC nhiều lớp sử

dụng phương pháp giải tích và phương pháp phần tử hữu hạn. Mô hình I được

sử dụng cho trường hợp này với ba loại phân bố CNT. Có thể thấy rằng, sự sai

khác nhiều nhất và ít nhất giữa hai phương pháp là khoảng 1.36(%) và 7.2(%).
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Hình 3.6 trình bày sáu mode mất ổn định (buckling) đầu tiên của tấm com-

posite gia cường ống nano carbon đơn lớp theo mô hình I. Mode mất ổn định thứ

nhất tương ứng là dạng mất ổn định với giá trị tải tới hạn của tấm FG-CNTRC.

(a). Mode 1 (m = n = 1) (b). Mode 2 (m = 1, n = 2)

(c). Mode 3 (m = 1, n = 3) (d). Mode 4 (m = 1, n = 4)

(e). Mode 5 (m = 2, n = 1) (f). Mode 6 (m = 2, n = 2)

Hình 3.6: Sáu mode mất ổn định đầu tiên của tấm FG-CNTRC theo mô hình
I (Giải tích)

Bảng 3.6 trình bày ảnh hưởng của 3 loại phân bố CNT và tỉ lệ thể tích tới ứng

xử mất ổn định của tấm composite nhiều lớp chịu tải parabol với nền PMMA
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và PmPV cho Mô hình II. Ba giá trị tỉ lệ thể tích V ∗
CNT = (0.12, 0.17, 0.28) cho

tấm PMMA/CNT và V ∗
CNT = (0.11, 0.14, 0.17) cho tấm PmPV/CNT. Đối với

tấm PMMA/CNT, hệ số tải trọng tới hạn với V ∗
CNT = 0.28 là lớn nhất cho cả 3

loại phân bố CNT trong khi đó giá trị này là thấp nhất với V ∗
CNT = 0.12. Tương

tự, đối với tấm PmPV/CNT, hệ số tải trọng tới hạn của tấm tăng khi tỉ lệ thể

tích CNT tăng lên. Điều này được giải thích rằng, khi tỉ lệ CNT tăng lên làm

gia tăng độ cứng của tấm vì độ cứng của các ống CNT lớn hơn rất nhiều so

với độ cứng của nền polymer bao xung quanh. Một sự quan sát khác là hệ số

tải trọng tới hạn của tấm với Mô hình II cho trường hợp loại phân bố FG-X

thì thất hơn một chút so với loại FG-O trong khi đó đối với Mô hình I thì giá

trị này cho loại FG-X lại lớn hơn FG-O nhiều. Điều này có thể được giải thích

rằng vùng gần mặt giữa của tấm composite nhiều lớp là nơi có ứng suất gần

bằng không và có tỉ lệ CNT lớn nhất đối với loại FG-X và nhỏ nhất đối với loại

FG-O. Do đó, trong trường hợp FG-X phần gia tăng tỉ lệ CNT tại khu vực mặt

giữa không ảnh hưởng nhiều tới ứng suất. Vì vậy, độ cứng uốn của tấm nhiều

lớp trong trường hợp FG-X là thấp hơn so với FG-O khi có cùng tỉ lệ thể tích

CNT phân bổ trong 4 lớp của tấm.

Bảng 3.6: Ảnh hưởng tỉ lệ thể tích và loại phân bố CNT tới hệ số tải trọng tới
hạn kcr của tấm nhiều lớp theo Mô hình II (FEM)

Loại

composite

V ∗
CNT UD FG-X FG-O

PMMA/CNT

0.12 14.1040 14.1196 14.2227

0.17 21.8447 21.8682 22.0329

0.28 30.5434 31.0429 31.3792

PmPV/CNT

0.11 14.9653 14.9665 15.0548

0.14 17.5187 17.5253 17.6165

0.17 23.3075 23.3498 23.5029
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Bảng 3.7: Hệ số tải trọng tới hạn kcr của tấm UD-CNT nhiều lớp 4 cạnh tựa
đơn chịu tải nén 2 và 4 cạnh theo Mô hình II (FEM)

Loại composite V ∗
CNT

Tải phân bố đều Tải parabol

2 cạnh 4 cạnh 2 cạnh 4 cạnh

PMMA/CNT

0.12 18.2954 9.3894 14.1040 7.2589

0.17 28.2205 14.4164 21.8447 11.1592

0.28 39.5843 20.4779 30.5434 15.8039

PmPV/CNT

0.11 19.4586 10.0891 14.9653 7.7831

0.14 22.7488 11.8980 17.5187 9.1653

0.17 30.2111 15.6405 23.3075 12.0690

Bảng 3.7 so sánh ảnh hưởng của tải nén đều và tải nén parabol tới ứng xử

mất ổn định của tấm composite UD-CNT nhiều lớp tựa đơn 4 cạnh cho Mô hình

II. Sự phân bố tải trọng ở hai cạnh bên tác dụng vào các node của tấm được

chia theo tỉ lệ thích hợp để tổng tải trọng tác dụng lên 1 cạnh của tấm là bằng

nhau giữa hai loại tải nén đều và tải nén parabol. Quan sát thấy rằng, hệ số tải

trọng tới hạn của tấm nhiều lớp chịu tải nén đều cao hơn so với tấm chịu tải

nén parabol. Ngoài ra, theo kết quả được trình bày trong Bảng 3.3 thì hệ số tải

trọng tới hạn đối với tấm chịu tải parabol cao hơn so với tải hình sin. Điều này

có thể được giải thích bằng việc xem xét moment quán tính của mô hình tải

trọng phân bố (Trục trọng tâm song song với hướng của tải trọng) kết hợp với

các điều kiện biên của tấm. Thật vậy, moment quán tính của ba loại tải trọng

thể hiện trong Hình 3.5 là 0.0833 ∗ N0, 0.05 ∗ N0 và 0.0474 ∗ N0 tương ứng với

trường hợp tải nén đều, tải parabol và tải hình sin. Có thể thấy rằng, việc tăng

moment quán tính của sự phân bố tải trọng cũng làm cho tải trọng tới hạn của

tấm tăng lên, điều này có liên quan trực tiếp tới sự phân bố ứng suất bên trong

tấm và sự biến dạng phụ thuộc vào moment quán tính và điều kiện biên của

tấm. Hơn nữa, lưu ý rằng tấm trong trường hợp này là tấm vuông với tỉ lệ kích

thước (a = b) nên có thể làm tăng sự phụ thuộc của tải trọng tới hạn vào cấu
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hình phân bố tải trọng, sự phụ thuộc này sẽ giảm đi khi tỉ lệ kích thước của

tấm tăng lên. Ngoài ra, có thể quan sát thấy rằng hệ số tải trọng tới hạn của

tấm trong trường hợp tải trọng nén 2 cạnh cao hơn gần đôi so với tải trọng nén

4 cạnh. Ví dụ, trong trường hợp V ∗
CNT = 0.12, nền PMMA thì hệ số tải trọng tới

hạn là kcr = 18.2954 và kcr = 9.3894 tương ứng với tấm chịu tải nén 2 cạnh và 4

cạnh.

(a). SSSS (kcr = 31.0429) (b). CCCC (kcr = 32.1440)

(c). SFSF (kcr = 12.9070) (d). SSSF (kcr = 14.2141)

Hình 3.7: Mode mất ổn định của tấm FG-X nhiều lớp với điều kiện biên khác
nhau theo Mô hình II (FEM)

Ảnh hưởng của bốn loại điều kiện biên khác nhau và ba loại phân bố CNT

đến hệ số tải trọng tới hạn của tấm nhiều lớp chịu tải trọng parabol được trình

bày trong Bảng 3.8. Rõ ràng rằng hệ số tải tới hạn của tấm nhiều lớp với điều

kiện biên ngàm 4 cạnh (CCCC) là cao nhất, trong khi đó đối với tấm có hai

cạnh tựa đơn và hai cạnh tự do đối xứng (SFSF) là thấp nhất. Hình 3.7 trình

bày hình dạng mode mất ổn định cho tấm composite nhiều lớp với các điều kiện

biên khác nhau theo Mô hình II. Kết quả hệ số tải trọng tới hạn trong Hình 3.7
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tương ứng với trường hợp FG-X type, V ∗
CNT = 0.28 trong Bảng 3.8.

Bảng 3.8: Ảnh hưởng điều kiện biên tới hệ số tải trọng tới hạn kcr của tấm
nhiều lớp chịu tải parabol theo Mô hình II (FEM)

Loại composite BCs UD FG-X FG-O

PMMA/CNT

V ∗
CNT = 0.28

SSSS 30.5434 31.0429 31.3792

CCCC 31.6043 32.1440 32.6065

SFSF 12.4287 12.9070 12.3466

SSSF 13.6829 14.2141 13.6035

PmPV/CNT

V ∗
CNT = 0.17

SSSS 23.3075 23.3498 23.5029

CCCC 24.1083 24.1101 24.4015

SFSF 9.5219 9.7615 9.3303

SSSF 10.4611 10.7402 10.2709

3.1.4.3. Kết quả phân tích sau tới hạn

Trong phần này trình bày các kết quả về phân tích sau tới hạn của tấm dưới

dạng biểu đồ đường cong tải trọng (Fx) với tỉ lệ độ võng/chiều dày (W/h). Tấm

composite gia cường FG-CNT được xem xét chịu tải trọng nén đều và tải nén

parabol. Phương pháp phân tích sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc ba và

tính phi tuyến von Kármán để suy ra phương trình cơ bản (phương trình 3.25)

cho phân tích mất ổn định và sau mất ổn định. Hơn nữa, tấm FG-CNTRC của

Mô hình I sử dụng trong phần này với giá trị tải tới hạn sử dụng phương pháp

bán giải tích đã được so sánh với kết quả sử dụng phương pháp FEM trình bày

trong Bảng 3.21. Các tính chất vật liệu FG-CNT được trình bày ở Mục 2.4 của

Chương 2 và các thông số hình học được sử dụng trong phần này được thể hiện

chi tiết trong từng hình.
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Hình 3.8: Ảnh hưởng tỉ lệ thể tích CNT tới đường cong tải trọng (Fx)-tỉ lệ độ
võng/chiều dày (W/h) của tấm nanocomposite với nền PMMA

Hình 3.9: Ảnh hưởng tỉ lệ thể tích CNT tới đường cong tải trọng (Fx)-tỉ lệ độ
võng/chiều dày (W/h) của tấm nanocomposite với nền PmPV

Hình 3.8 và Hình 3.9 trình bày ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT gia cố hai

loại nền polymer PMMA và PmPV tương ứng tới ứng xử sau tới hạn của các
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tấm composite nhiều lớp. Có thể thấy, khả năng chịu tải của tấm composite

nhiều lớp được tăng lên khi tỉ lệ thể tích của CNT.

Hình 3.10: Ảnh hưởng của loại phân bố CNT tới đường cong tải trọng (Fx)-tỉ
lệ độ võng/chiều dày (W/h) của tấm nanocomposite với nền PMMA

Hình 3.11: Ảnh hưởng của loại phân bố CNT tới đường cong tải trọng (Fx)-tỉ
lệ độ võng/chiều dày (W/h) của tấm nanocomposite với nền PmPV

Ảnh hưởng của ba loại phân bố CNTs: UD, FG-X và FG-O đối với đường
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cong tải trọng (Fx) trên tỉ lệ độ võng/chiều dày (W/h) của các tấm composite

nhiều lớp chịu tải nén parabol được trình bày trong Hình 3.10 và Hình 3.11

tương ứng cho nền PMMA và PmPV. Có thể thấy rằng, sự phân bố CNT ảnh

hưởng rõ ràng đến khả năng chịu tải của tấm composite nhiều lớp và giá trị này

của tấm composite nhiều lớp với loại FG-X là cao nhất và FG-O là thấp nhất.

Hình 3.12: So sánh hai loại tải trọng ảnh hưởng tới đường cong tải trọng (Fx)-
tỉ lệ độ võng/chiều dày (W/h) của tấm nanocomposite với nền PMMA

Hình 3.12 so sánh ảnh hưởng của tải nén đều và tải nén parabol lên đường

cong tải trọng trên tỉ lệ độ võng/chiều dày (W/h) của các tấm PMMA gia cường

FG-X CNT. Có thể quan sát thấy rằng giá trị tải trọng (Fx) của tấm nhiều lớp

khi chịu tải nén parabol (đường nét đứt màu đỏ) thấp hơn giá trị tải trọng (Fx)

của tấm khi chịu tải nén đều (đường nét liền màu xanh lam). Điều này có thể

giải thích là do liên quan tới giá trị tải trọng tới hạn như đã được trình bày

trong phần trước.

Hình 3.13 trình bày ảnh hưởng của tỉ lệ chiều dài trên chiều rộng a/b tới

đường cong tải trọng độ võng sau mất ổn định của tấm PmPV gia cường FG-X

CNTs. Có thể thấy rằng, tải trọng của tấm tỉ lệ nghịch với tỉ lệ a/b. Khi một
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chiều của tấm được cố định thì việc tăng tỉ lệ a/b sẽ làm tăng tỉ lệ kích thước

của tấm làm cho độ cứng buckling và post-buckling giảm đi. Hơn nữa, khi tỉ lệ

a/b lớn thì ứng xử của tấm giống như ứng xử của cột có chiều rộng hữu hạn,

khi tỉ lệ a/b nhỏ tới mức giới hạn thì tấm không xảy ra phá huỷ do uốn.

Hình 3.13: Ảnh hưởng tỉ lệ a/b tới đường cong tải trọng (Fx)-tỉ lệ độ
võng/chiều dày (W/h) của tấm nanocomposite với nền PmPV

3.2. Phân tích mất ổn định của vỏ nón cụt FG-CNTRC

Trong phần này trình bày kết quả phân tích mất ổn định và sau mất ổn định

của vỏ nón cụt FG-CNTRC đặt trên nền đàn hồi sử dụng phương pháp bán giải

tích để phân tích bài toán này. Cụ thể như sau:

• Thiết lập các phương trình cân bằng của vỏ nón cụt ở dạng đạo hàm riêng

theo tọa độ và thời gian dựa trên lý thuyết vỏ cổ điển với tính phi tuyến

hình học von Kármán.

• Các phương trình cân bằng ở dạng đạo hàm riêng với điều kiện biên tựa

đơn được giải bằng phương pháp Galerkin và hàm ứng suất Airy.

• Dạng nghiệm hàm ứng suất được xác định bao gồm cả thành phần phi
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tuyến thỏa mãn điều kiện biên và phương trình tương thích biến dạng với

các hệ số xác định theo biến độ võng bằng phương pháp cân bằng điều hòa.

• Khảo sát ảnh hưởng của các thông số hình học và vật liệu tới giá trị tải

trọng tới hạn và mối quan hệ tải trọng-độ võng.

3.2.1. Phương trình phân tích mất ổn định của vỏ nón cụt

Xem xét một vỏ nón cụt được đặt trên nền đàn hồi với chiều dày của vỏ là

h, chiều dài L và góc ở nửa đỉnh của hình nón γ giới hạn bởi hai đường tròn với

bán kính nhỏ R1 và bán kính lớn R2. Hệ tọa độ của vỏ nón cụt là (S, θ, z), trục

S hướng theo đường sinh tính từ đỉnh của hình nón, trục θ hướng theo đường vĩ

tuyến và trục z vuông góc với mặt trung bình và hướng vào trong. S1, S2 lần lượt

là khoảng cách từ đỉnh tới đáy nhỏ và đáy lớn tương ứng. Các ký hiệu u, v, w

tương ứng đại diện cho chuyển vị theo hướng đường sinh, đường vĩ tuyến và

đường hướng vào trong của vỏ. Hệ trục tọa độ và các đặc tính hình học của vỏ

nón cụt được biểu thị như Hình 3.14.

(a). Mô hình vỏ nón cụt (b). Vỏ nón cụt trên nền đàn hồi

Hình 3.14: Mô hình vỏ nón cụt trên nền đàn hồi

Tải trọng thay thế quan hệ của nền đàn hồi với kết cấu vỏ nón cụt theo mô
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hình nền đàn hồi Pasternak được cho như sau [100]:

qe(S, φ) = Kww −Kp∆w,∆w =

(
∂2w

∂S2
+

1

S

∂w

∂S
+

1

S2

∂2w

∂φ2

)
(3.27)

trong đó, φ = θ sin(γ), w là độ võng của vỏ nón, Kw

(
N/m3

)
đại diện độ cứng

thành phần nền tuyến tính (mô hình nền Winkler), Kp

(
N/m

)
đại diện độ cứng

của thành phần phi tuyến (mô hình nền Pasternak gồm cả hai thành phần Kw

và Kp).

Lý thuyết vỏ cổ điển được sử dụng để xây dựng các phương trình cân bằng

của vỏ nón cụt FG-CNTRC với mô hình vật liệu của Shen trong phương trình

(2.42). Trường biến dạng có xét tính phi tuyến hình học của vỏ nón cách mặt

giữa một khoảng z được xác định như sau [100]:
εS

εθ

γSθ

 =


ε0S

ε0θ

γ0Sθ

+ z


ks

kθ

2kSθ

 (3.28)

Các thành phần biến dạng tại mặt giữa của vỏ được xác định như sau:

ε0S =
∂u

∂S
+

1

2

(
∂w

∂S

)2

ε0θ =
1

S

∂v

∂φ
+

u

S
− w

S
cot γ +

1

2S2

(
∂w

∂φ

)2

γ0Sθ = 2

[
1

S

∂u

∂φ
− v

S
+

∂v

∂S
+

1

S

(
∂w

∂S

∂w

∂φ

)2
]

kS = −∂2w

∂S2

kθ = − 1

S2

∂2w

∂φ2
− 1

S

∂w

∂S

kSθ = − 1

S

∂2w

∂S∂φ
+

1

S2

∂w

∂φ

(3.29)

Mối quan hệ giữa ứng suất và biến dạng của vỏ nón cụt theo mô hình vật

liệu của Shen, định luật Hooke được xác định như sau:
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
σS

σθ

σSθ

 =


Q11 Q12 0

Q12 Q22 0

0 0 Q66





εS

εθ

γSθ

−∆T


α11

α22

0




(3.30)

trong đó, các hệ số Qij(ij = 11, 12, 22, 66) được xác định như sau:

Q11 =
E11

1− ν12ν21
, Q22 =

E22

1− ν12ν21
, Q12 =

ν21E11

1− ν12ν21
, Q66 = G12

Các thành phần lực và moment của vỏ nón cụt được viết lại như sau:

NS

Nθ

NSθ

MS

Mθ

MSθ


=



A11 A12 0 B11 B12 0

A12 A22 0 B12 B22 0

0 0 A66 0 0 2B66

B11 B12 0 D11 D12 0

B12 B22 0 D12 D22 0

0 0 B66 0 0 2D66





ε0S

ε0θ

γ0Sθ

χs

χθ

χSθ


−



NT
S

NT
θ

0

MT
S

MT
θ

0


(3.31)

trong đó, các hệ số Aij , Bij , Dij (i = 1÷ 2, 6; j = 1÷ 2, 6 ) được xác định như sau:

(
Aij , Bij , Dij

)
=

h/2∫
−h/2

Qij(1, z, z
2) dz, (ij = 11, 12, 22, 66)

 NT
S MT

S

NT
θ MT

θ

 =

h/2∫
−h/2

 Q11 Q12

Q12 Q22

 α11

α22

 (1, z)∆T dz

(Ni,Mi) =

h/2∫
−h/2

σi(1, z) dz, (i = s, θ)

Phương trình cân bằng của vỏ nón cụt được xây dựng theo lý thuyết vỏ cổ

điển với tính phi tuyến hình học như sau:
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S
∂NS

∂S
+

∂NSθ

∂φ
+NS −Nθ = 0

∂Nθ

∂φ
+ S

∂NSθ

∂S
+ 2NSθ = 0

S ∂2MS

∂S2 + 2∂MS

∂S + 2
(
∂2MSθ

∂S∂φ + 1
S
∂MSθ

∂φ

)
+ 1

S
∂2Mθ

∂φ2 − ∂Mθ

∂S

−Nθ cot γ + ∂
∂S

(
SNS

∂w
∂S +NSθ

∂w
∂φ

)
+ ∂

∂φ

(
NSθ

∂w
∂S + 1

SNθ
∂w
∂φ

)
−SKww + SKp∆w = 0

(3.32)

Sử dụng hàm ứng suất Airy F (s, θ, t) [100] như sau:

NS =
1

S2

∂2F

∂φ2
+

1

S

∂F

∂S
, Nθ =

∂2F

∂S2
, NSθ = − 1

S

∂2F

∂S∂φ
+

1

S2

∂F

∂φ
(3.33)

Phương trình tương thích biến dạng của vỏ nón được xác định như sau:

cot γ
S

∂2w
∂S2 − 1

S
∂2γ0

Sθ

∂S∂φ − 1
S2

∂γ0
Sθ

∂φ + ∂2ε0θ
∂S2 + 1

S2
∂2ε0S
∂φ2 + 2

S
∂ε0θ
∂S − 1

S
∂ε0S
∂S =

= 1
S4

(
∂w
∂φ

)2
− 2

S3
∂w
∂φ

∂2w
∂S∂φ − 1

S2

[
∂2w
∂S2

∂2w
∂φ2 −

(
∂2w
∂S∂φ

)2]
− 1

S
∂w
∂S

∂2w
∂S2

(3.34)

Hai phương trình đầu của hệ phương trình (3.34) thỏa mãn khi thay hàm

ứng suất Airy. Sau quá trình biến đổi thu được phương trình tương thích biến

dạng và phương trình cân bằng theo biến hàm ứng suất và độ võng F1, w với

F = F1e
2x, S = S1e

x (3.34) như sau:

H11 (F1) +H12 (w) +H13 (F1, w) = 0

H21 (F1) +H22 (w) +H23 (w,w) = 0
(3.35)

trong đó, các hệ số Hij(i = 1, 2; j = 1, 2, 3) được trình bày trong phụ lục A.2

Điều kiện biên của vỏ được giả sử là tựa đơn xác định như sau:

w = 0 tại x = 0 và x = x0 (3.36)

Trong luận án này sử dụng phương pháp hàm ứng suất để giải bài toán với

mghiệm của phương trình (3.35) là hàm độ võng w và hàm ứng suất thỏa mãn

điều kiện biên được xác định như sau [100]:
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w = fex sin(m1x) sin(m2θ) +Gfexsin2 (m1x)

m1 =
mπ
x0

,m2 =
n

sin γ , x0 = ln S2

S1

(3.37)

trong đó, hàm nghiệm độ võng w gồm hai thành phần với hệ số f là biên độ

độ võng trong trường hợp tuyến tính, hệ số G thể hiện mối quan hệ giữa thành

phần tuyến tính và phi tuyến của độ võng.

Thay phương trình (3.37) vào phương trình tương thích biến dạng (phương

trình 2 của (3.35)) và sử dụng phương pháp cân bằng điều hòa, nghiệm hàm

ứng suất F1 nhận được như sau:

F1 = K1fe
−x sin (m1x) sin (m2φ) +K2fe

−x cos (m1x) sin (m2φ)

+K3Gfe−xcos (2m1x) +K4Gfe−xsin (2m1x)

+
(
K51G

2f +K52 +K53G
)
f cos (2m1x) +

(
K61G

2f +K62 +K63G
)
f sin (2m1x)

+K7f
2 cos (2m1x) cos (2m2φ) +K8f

2 sin (2m1x) cos (2m2φ)

+
(
K91Gf2 +K92f

)
cos (m1x) sin (m2φ) +

(
K101Gf2 +K102f

)
sin (m1x) sin (m2φ)

+K11Gf2 cos (3m1x) sin (m2φ) +K12Gf2 sin (3m1x) sin (m2φ)

+K13G
2f2 cos (4m1x) +K14G

2f2 sin (4m1x)

+K15f
2 cos (2m2φ) +K16Gfe−x − 1

2

(
1 + e2x cos (m2φ)

)
TS2

1

(3.38)

trong đó, các hệ số Ki(i = 1, ..., 16) được trình bày ở phụ lục A.2

Áp dụng phương pháp Galerkin với các giới hạn tích phân của vỏ nón cụt

được cho bởi công thức sau:

x0∫
0

2π sin γ∫
0

Φex sin(m1x) sin(m2φ)dφdx = 0 (3.39)

x0∫
0

2π sin γ∫
0

Φexsin2(m1x)dφdx = 0 (3.40)

trong đó, Φ đại diện cho phương trình (3.35), sau quá trình tính toán nhận được
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phương trình sau:

u1f
3G2 + u2f

2G+ u3f
3 + u4T f + u5f = 0 (3.41)

u6G
3f3 + u7f

2G2 + u8f
3G+ u10fG+ u11f

2 + (u9fG+ u12)T = 0 (3.42)

trong đó, các hệ số ui(i = 1, ..., 14) được trình bày trong phụ lục A.2

Từ phương trình (3.41) xác định mối quan hệ giữa thành phần tuyến tính f

và phi tuyến G của độ võng như sau:

u5u12
u4

+
(u3u12 − u4u11)f

2

u4
+

(u1u12 + u2u9 − u4u7)f
2G2

u4

+
(u1u9 − u4u6)f

3G3

u4
+

(
(u3u9 − u4u8)f

3

u4
+

(u2u12 − u4u10 + u5u9)f

u4

)
G = 0

(3.43)

Giả sử mối quan hệ G = λf và bỏ qua thành phần phi tuyến bậc cao, từ

phương trình (3.43) nhận được:

λ = − u3u12 − u4u11
u2u12 − u4u10 + u5u9

(3.44)

Phương trình mối liên hệ tải dọc trục T và độ võng w thu được bằng việc

thay phương trình (3.44) vào phương trình (3.41):

T = −f4A2u1 + f2Au2 + f2u3 + u5
u4

(3.45)

Tải mất ổn định được xác định từ phương trình (3.45) với f → 0 thu được

biểu thức như sau:

Tmn =
u5
u4

(3.46)

Giá trị tải trọng tới hạn Tcr là giá trị nhỏ nhất của tải mất ổn định trong

phương trình trên phụ thuộc vào sự thay đổi của mode mất ổn định (m,n).

Phương trình (3.45) và (3.46) được sử dụng trong phân tích mất ổn định của

vỏ nón cụt FG-CNTRC, cụ thể xác định tải trọng tới hạn Fcr và mối liên hệ tải

trọng-độ võng.



72

3.2.2. Kết quả và thảo luận

3.2.2.1. Kết quả phân tích mất ổn định

Phần này trình bày kết quả giá trị tải trọng tới hạn của vỏ nón cụt FG-

CNTRC chịu tải nén dọc trục. Các thông số vật liệu của nền và ống CNT đã

được trình bày ở Chương 2.

Hình 3.15 và Hình 3.16 lần lượt trình bày ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT

và tỷ số bán kính trên độ dày R1/h đến tải tới hạn của vỏ nón cụt gia cường

theo kiểu phân bố biến đổi tuyển tính (FG-X) và phân bố đều (UD). Từ kết

quả của hình vẽ có thể thấy rằng giá trị tải trọng tới hạn của vỏ nón được cải

thiện khi tỉ lệ thể tích của CNT tăng lên. Việc tăng giá trị thể tích CNT làm

cho tải tới hạn tăng lên và khả năng chịu tải của vỏ nón cụt FG-CNTRC tăng

lên, có thể giải thích được là do modul đàn hồi của ống CNT lớn hơn rất nhiều

so với modul đàn hồi của nền polymer (kết quả này có thể được so sánh trong

Bảng 2.3 và Bảng 2.4). Hơn nữa, tỷ số R1/h có ảnh hưởng đáng kể đến tải trọng

tới hạn của vỏ nón cụt vì khi tăng kích thước mà giữ nguyên độ dày thì vỏ sẽ

trở nên mỏng hơn dẫn đến khả năng chịu tải của vỏ nón cụt trở nên thấp hơn.

Ngoài ra, tải tới hạn của vỏ nón cụt gia cường ống CNT có cơ tính biến thiên

(FG-X) cao hơn đáng kể so với vỏ nón cụt gia cố ống CNT phân bố đều trong

các điều kiện có cùng thông số hình học. Cụ thể, với cùng các tham số hình học,

vật liệu với V ∗
CNT = 0.28, R1/h = 100 giá trị tải trọng tới hạn của vỏ hình nón

cụt với các ống CNT phân bố biến đổi tuyến tính FG-X là Tcr ≈ 7 , kN (Hình

3.15) và giá trị tải trọng tới hạn của vỏ nón cụt với các ống CNT phân bố đều

UD là Tcr ≈ 5 kN (Hình 3.16).

Hình 3.17 trình bày ảnh hưởng của góc bán đỉnh γ và tỉ số L/R1 tới tải trọng

tới hạn của vỏ nón cụt với các thông số hình học góc R1/h = 80, hệ số nền đàn

hồi Kw = 0, Kp = 0, tỉ lệ CNT V ∗
CNT = 0.12 và kiểu phân bố FG-X. Khi tăng góc

bán đỉnh từ 10o → 70o nhận thấy giá trị của tải tới hạn Fcr giảm dần. Cụ thể,
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trong trường hợp L/R1 = 3 với góc bán đỉnh γ = 10o, tải tới hạn Fcr ≈ 9 khi tăng

góc bán đỉnh γ = 70o, giá trị tải tới hạn Fcr giảm xuống gần 4 lần.

Hình 3.15: Ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT tới tải trọng tới hạn của vỏ nón
cụt FG-X

Hình 3.16: Ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT tới tải trọng tới hạn của vỏ nón
cụt UD
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Hình 3.17: Ảnh hưởng của góc bán đỉnh và tỉ lệ L/R1 tới tải trọng tới hạn của
vỏ nón cụt FG-CNTRC

Bảng 3.9: Ảnh hưởng của tỉ lệ phân bố và loại phân bố CNT tới tải trọng tới
hạn của vỏ nón cụt FG-CNTRC

Loại phân bố V ∗
CNT = 0.12 V ∗

CNT = 0.17 V ∗
CNT = 0.28

FG-X 21.665 31.639 51.179

FG-O 7.592 10.940 17.229

UD 14.624 21.283 34.237

Bảng 3.9 trình bày ảnh hưởng của tỉ thể tích CNT và các loại phân bố CNT

khác nhau đến tải trọng tới hạn của vỏ nón cụt FG-CNTRC. Các tham số hình

học của các vỏ hình nón cụt là (n,m) = (1, 11), L/R1 = 1, R1/h = 80, γ = 30o,

Kw = 0, Kp = 0. Có thể thấy rằng, giá trị tải trọng tới hạn bị ảnh hưởng bởi

nhiều bởi các loại phân bố CNT đặc biệt kiểu phân bố biến đổi tuyến tính. Giá

trị tải trọng tới hạn của vỏ với kiểu phân bố FG-X là cao nhất và FG-O là thấp

nhất. Cụ thể, trong trường hợp V ∗
CNT = 0.12 giá trị tải trọng tới hạn của vỏ nón

cụt FG-X là Tcr = 21.665 kN , giá trị này chỉ là (Tcr = 7.592 kN) cho kểu FG-O.
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Kết quả này được giải thích rằng, đặc trưng phân bố ứng suất trong kết cấu

composite ở vùng gần mặt giữa là gần bằng không và ở mặt ngoài là lớn nhất.

Do đó, trong trường hợp FG-X phần gia tăng tỉ lệ CNT tại mặt ngoài nơi có ứng

suất lớn nhất và trường hợp FG-O gia cường CNT nhiều nhất ở mặt giữa nơi

có phân bố ứng suất ít nhất. Vì vậy, độ cứng mất ổn định của vỏ trong trường

hợp FG-X lớn hơn nhiều so với FG-O khi có cùng tỉ lệ thể tích CNT và dấn tới

giá trị tải trọng tới hạn lớn hơn.

3.2.2.2. Kết quả phân tích sau tới hạn

Kết quả phân tích trạng thái sau tới hạn của vỏ nón cụt FG-CNTRC thể hiện

qua mối liên hệ giữa lực và tỉ lệ biên độ độ võng/độ dày trình bày trong phần

này. Khảo sát ảnh hưởng của các thông số hình học và vật liệu đặc biệt là các

thông số liên quan tới các ống nano carbon tới sự thay đổi đường cong sau tới

hạn.

Hình 3.18: Ảnh hưởng của tỉ lệ R1/h tới đường cong tải trọng - tỉ lệ độ
võng/chiều dày của vỏ nón cụt FG-X

Hình 3.18 và Hình 3.19 trình bày ảnh hưởng của tỉ lệ bán kính trên độ dày

(R1/h) đến đường cong tải trọng-tỉ lệ biên độ độ võng/độ dày của vỏ nón cụt FG-
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X (Hình 3.18) và UD (Hình 3.19) với cùng thông số hình học được thể hiện trong

hình vẽ. Khảo sát ba trường hợp tỉ lệ bán kính trên độ dày R 1/h = (60, 80, 100).

Có thể thấy rằng, khi tỉ lệ R1/h tăng lên thì đường cong tải trọng – độ võng trở

nên thấp hơn và ngược lại. Tương tự như trạng thái mất ổn định, khi tăng bán

kính và giữ nguyên độ dày vỏ nón sẽ trở nên mỏng hơn dẫn đến độ cứng sau

mất ổn định của vỏ giảm đi và khả năng chịu tải của vỏ thấp đi.

Hình 3.19: Ảnh hưởng của tỉ lệ R1/h tới đường cong tải trọng - tỉ lệ độ
võng/chiều dày của vỏ nón cụt có CNT phân bố đều

Hình 3.20 thể hiện ảnh hưởng của tỉ lệ chiều dài trên bán kính nhỏ (L/R1)

đến trạng thái sau tới hạn của vỏ nón cụt FG-CNTRC. Ba giá trị khác nhau về

tỉ lệ chiều dài trên bán kính nhỏ (L/R1 = (1, 1.5, 2)) được xem xét. Có thể quan

sát thấy rằng, khi tăng tỉ lệ L/R1 thì đường cong tải trọng-độ võng thấp dần đi.

Cụ thể, khi giá trị tỉ lệ L/R1 tăng lên từ L/R1 = 1 tới L/R1 = 2 thì đường cong

tải trọng-độ võng giảm đáng kể.

Hình 3.21 biểu thị ảnh hưởng của góc bán đỉnh γ tới đường cong tải trọng-

biên độ độ võng trên độ dày của vỏ nón cụt FG–CNT trên nền đàn hồi. Ba

trường hợp góc bán đỉnh được xem xét γ = (30o, 45o, 60o) với các thông số hình

học được thể hiện trên hình. Từ hình cho thấy, góc bán đỉnh có ảnh hưởng tới
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đường cong tải trọng độ võng của vỏ nón cụt. Việc tăng giá trị của góc bán đỉnh

làm cho giá trị tải trọng của vỏ giảm nhẹ ở biên độ độ võng trên độ dày nhỏ và

tương đối lớn với tỉ lệ biên độ độ võng trên độ dày từ 1 tới 2.5.

Hình 3.20: Ảnh hưởng của tỉ lệ L/R1 tới đường cong tải trọng - tỉ lệ độ
võng/chiều dày của vỏ nón cụt FG-CNTRC

Hình 3.21: Ảnh hưởng của góc bán đỉnh γ tới đường cong tải trọng - tỉ lệ độ
võng/chiều dày của vỏ nón cụt FG-CNTRC
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Hình 3.22: Ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích tới đường cong tải trọng - tỉ lệ độ
võng/chiều dày của vỏ nón cụt FG-CNTRC dặt trên nền đàn hồi

Hình 3.22 thể hiện ảnh hưởng của nền đàn hồi tới đường cong tải trọng-tỉ lệ

biên độ độ võng trên độ dày của vỏ nón cụt FG–CNT. Khảo sát ảnh hưởng của

nền đàn hồi Pasternak với đặc trưng là hệ số nền Kw ̸= 0và Kp ̸= 0 và vỏ nón

không đặt trên nền đàn hồi Kw = Kp = 0. Rõ ràng, vỏ nón đặt trên nền đàn hồi

có khả năng chịu tải tốt hơn vỏ nón không đặt trên nền đàn hồi.

3.3. Kết luận chương 3

Luận án trình bày kết quả phân tích mất ổn định của tấm và vỏ FG-CNTRC

sử dụng nguyên lý công ảo và Hamilton dựa trên lý thuyết biến dạng cắt bậc ba

kết hợp với tính phi tuyến hình học của von Kármán để thiết lập các phương

trình cơ bản. Một số kết luận có thể rút ra như sau:

• Sử dụng phương pháp bán giải tích và mô phỏng số để phân tích bài toán

mất ổn định của kết cấu composite gia cường FG-CNT. Đối với phương

pháp bán giải tích, kết hợp phương pháp Galerkin, hàm ứng suất và cân

bằng điều hòa để xác định nghiệm của bài toán và xác định phương trình
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phân tích mất ổn định của tấm và vỏ.

• Xây dựng mô hình phần tử hữu hạn 3D trong phần mềm ABAQUS với

chương trình con USDFLD người dung định nghĩa để mô phỏng sự phân bố

của CNT biến đổi chức năng theo chiều dày của tấm.

• Sự gia cường của ống nano carbon trong kết cấu giúp tăng đáng kể giá trị

tải trọng tới hạn cũng như khả năng chịu tải trong trạng thái mất ổn định

và sau mất ổn định của tấm và vỏ composite gia cường FG-CNT.

• Tải trọng tới hạn của tấm và vỏ composite được cải thiện đáng kể trong mô

hình phân bố FG-X với các ống nano carbon biến đổi tuyến tính theo chiều

dày, có tỉ lệ thể tích nhiều nhất ở hai mặt ngoài và giảm dần vào mặt giữa.

• Các thông số hình học của tấm và vỏ, thông số nền đàn hồi có ảnh hưởng

đáng kể tới giá trị tải trọng tới hạn trong phân tích mất ổn định và đường

cong tải trọng-độ võng sau mất ổn định của tấm và vỏ composite gia cường

FG-CNT.
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CHƯƠNG 4. PHÂN TÍCH ĐỘNG LỰC HỌC CỦA

TẤM VÀ VỎ FG-CNTRC

4.1. Phân tích dao động và đáp ứng động lực học của vỏ

hai độ cong FG-CNTRC

Phần này trình bày kết quả phân tích dao động và đáp ứng động lực học của

vỏ hai độ cong FG-CNTRC sử dụng phương pháp bán giải tích với ba loại điều

kiện biên khác nhau. Cụ thể như sau:

• Sử dụng lý thuyết biến dạng cắt hình sin kết hợp với tính phi tuyến hình

học của von Kármán làm cơ sở xây dựng phương trình chuyển động của vỏ

hai độ cong FG-CNTRC dựa trên nguyên lý Hamilton.

• Lý thuyết biến dạng cắt sự dụng hàm phân bố hình sin và thỏa mãn các

điều kiện của ứng suất tiếp tự do trên cả mặt trên và dưới của vỏ với gia

thiết bốn bậc tự do gồm chuyển vị và góc quay tương ứng với bốn biến chưa

biết cần xác định.

• Xét ba dạng nghiệm của chuyển vị và hàm ứng suất của vỏ hai độ cong

tương ứng với ba điều kiện biên: tất cả các cạnh tựa đơn (SSSS), tất cả các

cạnh ngàm (CCCC), hai cạnh tựa đơn và hai cạnh ngàm đối diện (CSCS).

• Sử dụng phương pháp Galerkin và hàm ứng suất Airy giải phương trình

đạo hàm riêng của chuyển động. Áp dụng phương pháp Runge-Kutta bậc

4 giải phương trình vi phân chuyển động cho phân tích đáp ứng động lực

học.

• Xét hai mô hình vật liệu biến đổi chức năng gồm Mô hình I: Các ống CNT
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biến đổi chức năng trong nền đồng nhất và Mô hình II: Vật liệu nền được

tạo nên từ gốm và kim loại biến đổi chức năng được gia cường CNT.

4.1.1. Các phương trình cơ bản của vỏ hai độ cong FG-CNTRC

Mô hình vỏ hai độ cong gia cường ống CNTs theo mô hình vật liệu Halpin-

Tsai (Mục 2.4.2) với tổng chiều dày h, chiều dài a và chiều rộng b thể hiện trên

Hình 4.1. Hệ trục tọa độ (x, y, z) với mặt phẳng (x, y) là mặt giữa của vỏ và

chiều z theo chiều dày của vỏ.

Hình 4.1: Mô hình vỏ hai độ cong

Lý thuyết biến dạng cắt hình sin được đề xuất dựa trên cơ sở của lý thuyết

biến dạng cắt bậc 3 của Reddy với bốn bậc tự do. Các thành phần chuyển vị

u (x, y, z, t), v (x, y, z, t), w (x, y, z, t) tương ứng theo các hướng x, y, z xác định theo

công thức sau:

u (x, y, z, t) = u0 (x, y, t)− z
∂w0

∂x
+ f (z)

(
∂ϕ

∂x
+

∂w0

∂x

)
v (x, y, z, t) = v0 (x, y, t)− z

∂w0

∂y
+ f (z)

(
∂ϕ

∂y
+

∂w0

∂y

)
w (x, y, z, t) = w0 (x, y, t)

(4.1)

trong đó, u0 (x, y, t), v0 (x, y, t), w0 (x, y, t) là chuyển vị tại mặt giữa, ϕ (x, y, t) là

góc quay tương ứng tại z = 0 ( ∂u
∂z

∣∣∣
z=0

= ∂ϕ
∂x ,

∂v
∂z

∣∣∣
z=0

= ∂ϕ
∂y ).
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Trường chuyển vị được xác định thỏa mãn điều kiện biên ứng suất cắt ngang

tự do tại mặt trên và dưới của vỏ (σxz|z=±h/2 = σxz|z=±h/2 = 0). Trong luận án

này hàm f (z) = −h
π cos

(
πz
h + π

2

)
được lựa chọn là hàm điều hòa để mô tả mối

liên hệ phi tuyến giữa thành phần ứng suất tiếp và biến dạng cắt, với điều kiện

xác định như sau: f (z)
∣∣
z=0

= 0,
df(z)
dz

∣∣∣
z=0

= 1 và df(z)
dz

∣∣∣
z=±h/2

= 0.

Mối quan hệ của các thành phần biến dạng và chuyển vị có xét tới tính phi

tuyến hình học Von-Kármán cho vỏ hai độ cong FG-CNTRC được xác định như

sau [87]: 
εx

εy

γxy

 =


∂u
∂x − w

Rx
+ 1

2

(
∂w
∂x

)2
∂v
∂y − w

Ry
+ 1

2

(
∂w
∂y

)2
∂u
∂y + ∂v

∂x + ∂w
∂x

∂w
∂y

 ,

γxz

γyz

 =

∂u
∂z + ∂w

∂x

∂v
∂z +

∂w
∂y

 (4.2)

Thay phương trình (4.1) vào phương trình (4.2) nhận được:

ε = ε0 + zk1 + f (z) k3, γ = γ0 + g (z) k2 (4.3)

trong đó,

ε0 =


ε0x

ε0y

γ0xy

 =


∂u0

∂x − w0

Rx
+ 1

2

(
∂w0

∂x

)2
∂v0
∂y − w0

Ry
+ 1

2

(
∂w0

∂y

)2
∂u0

∂y + ∂v0
∂x + ∂w0

∂x
∂w0

∂y

 , γ0 =

γ0xz

γ0yz

 =

∂ϕ
∂x + ∂w0

∂x

∂ϕ
∂y + ∂w0

∂y



k1 =


k1x

k1y

k1xy

 =


−∂2w0

∂x2

−∂2w0

∂y2

−2 ∂2w0

∂x∂y

 , k2 =

k2xz

k2yz

 =

∂ϕ
∂x + ∂w0

∂x

∂ϕ
∂y + ∂w0

∂y

 ,

k3 =


k3x

k3y

k3xy

 =


∂2ϕ
∂x2 +

∂2w0

∂x2

∂2ϕ
∂y2 + ∂2w0

∂y2

2 ∂2ϕ
∂x∂y + 2 ∂2w0

∂x∂y

 , g (z) =
df (z)

dz
− 1

(4.4)

Định luật Hooke thể hiện mối liên hệ giữa các thành phần ứng suất và biến

dạng của vỏ hai độ cong FG-CNTRC theo mô hình Halpin-Tsai (được trình bày
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ở Mục 2.4.2) trong môi trường nhiệt độ được xác định như sau:

σx

σy

σxy

σyz

σxz


=



Q11 Q12 0 0 0

Q12 Q22 0 0 0

0 0 Q66 0 0

0 0 0 Q44 0

0 0 0 0 Q55







εx

εy

γxy

γyz

γxz


−∆T



α11

α22

0

0

0




(4.5)

trong đó, Q11 =
E

1−v2 , Q12 =
vE
1−v2 , Q22 =

E
1−v2 , Q44 = Q55 = Q66 =

E
2(1+v)

.

Các phương trình chuyển động của vỏ hai độ cong FG-CNTRC được xây

dựng dựa trên nguyên lý Hamilton như sau [87]:

T∫
0

(δU + δV − δK) dt = 0 (4.6)

Biến phân của năng lượng biến dạng đàn hồi:

δU =

∫
V

σ δεdV =

∫
A

h
2∫

−h
2

(
σxδεx + σyδεy + σxyδγxy + σxzδγxz + σyzδγyz

)
dzdA (4.7)

Thay phương trình (4.3) vào phương trình (4.7) nhận được:

δU =

∫
A

∫ h
2

−h
2

(
σx

(
δε0x + zδk1x + f(z)δk3x

)
+ σy

(
δε0y + zδk1y + f(z)δk3y

)
+ σxy

(
δγ0xy + zδk1xy + f(z)δk3xy

)
+ σxz

(
δγ0xz + g(z)δk2xz

)
+ σyz

(
δγ0yz + g(z)δk2yz

))
dz dA

=

∫
A

((
Nxδε

0
x +Mxδk

1
x + Pxδk

3
x

)
+
(
Nyδε

0
y +Myδk

1
y + Pyδk

3
y

)
+
(
Nxyδγ

0
xy +Mxyδk

1
xy + Pxyδk

3
xy

)
+
(
Qxzδγ

0
xz +Kxzδk

2
xz

)
+
(
Qyzδγ

0
yz +Kyzδk

2
yz

))
dA

(4.8)
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trong đó,

(Ni,Mi, Pi) =

h
2∫

−h
2

σi
(
1, z, f (z)

)
dz, {i = x, y, xy}

(Qi, Ki) =

h
2∫

−h
2

σi
(
1, g (z)

)
dz, {j = xz, yz}

(4.9)

Thay phương trình (4.3) và (4.5) vào phương trình (4.9) ta có:
N

M

P

 =


[A] [B] [D]

[B] [C] [E]

[D] [E] [G]




ε0

k1

k3

−


N th

M th

P th

Q

K

 =

[As] [Cs]

[Cs] [Es]

γ0

k2


(4.10)

trong đó,

[A] =


A11 A12 0

A12 A22 0

0 0 A66

 , [B] =


B11 B12 0

B12 B22 0

0 0 B66

 , [C] =


C11 C12 0

C12 C22 0

0 0 C66

 ,

[D] =


D11 D12 0

D12 D22 0

0 0 D66

 , [E] =


E11 E12 0

E12 E22 0

0 0 E66

 , [G] =


G11 G12 0

G12 G22 0

0 0 G66

 ,

[As] =

A44 0

0 A55

 , [Cs] =

C44 0

0 C55

 , [Es] =

E44 0

0 E55


{
N th
}

=
[
N th

x , N th
y , 0

]T
,
{
M th

}
=
[
M th

x ,M th
y , 0

]T
,
{
P th
}
=
[
P th
x , P th

y , 0
]T
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(
Aij , Bij , Cij , Dij , Eij , Gij

)
=

h
2∫

−h
2

Qij

(
1, z, z2, f (z) , zf (z) , f2 (z)

)
dz, ( i, j = 1, 2, 6)


Asij

Csij

Esij

 =

h
2∫

−h
2

Qij


1

g (z)

g2 (z)

 dz, (ij = 44, 55)


N th

x

M th
x

P th
x

 =

h
2∫

−h
2

(Q11α11 +Q12α22)∆T


1

z

f (z)

 dz


N th

y

M th
y

P th
y

 =

h
2∫

−h
2

(Q12α11 +Q22α22)∆T


1

z

f (z)

 dz

Biến phân của thế năng do ngoại lực tác dụng là lực phân bố đều và lực nền

đàn hồi được xác định như sau:

δV = −
∫
A

(qδw0 − qeδw0) dA (4.11)

Các thành phần biến phân của năng lượng biến dạng đàn hồi đã được xác

định trong phương trình (4.7), biến phân của thế năng do ngoại lực tác dụng

được xác định trong phương trình (4.11). Để xây dựng phương trình chuyển

động của vỏ dựa trên nguyên lý Hamilton cần phải xác định được biến phân của

động năng của các thành phần chuyển vị được xác định như sau:

δK =

∫
V

ρu̇δu̇dV =

∫
A

h
2∫

−h
2

ρz (u̇δu̇+ v̇δv̇ + ẇδẇ) dzdA (4.12)
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δK =

∫
A

h
2∫

−h
2

ρz (u̇δu̇+ v̇δv̇ + ẇδẇ) dzdA =

∫
A

I0 (u̇0δu̇0 + v̇0δv̇0 + ẇ0δẇ0) dA

− I1

(
u̇0

∂δẇ0

∂x
+

∂ẇ0

∂x
δu̇0 + v̇0

∂δẇ0

∂y
+

∂ẇ0

∂y
δv̇0

)
+ I2

(
∂ẇ0

∂x

∂δẇ0

∂x
+

∂ẇ0

∂y

∂δẇ0

∂y

)

+ J1

u̇0

(
∂δϕ̇

∂x
+

∂δẇ0

∂x

)
+ δu̇0

(
∂ϕ̇

∂x
+

∂ẇ0

∂x

)
+ J1

v̇0

(
∂δϕ̇

∂y
+

∂δẇ0

∂y

)
+ δv̇0

(
∂ϕ̇

∂y
+

∂ẇ0

∂y

)
− J2

∂δẇ0

∂x

(
∂ϕ̇

∂x
+

∂ẇ0

∂x

)
+

∂ẇ0

∂x

(
∂δϕ̇

∂x
+

∂δẇ0

∂x

)
− J2

∂ẇ0

∂y

(
∂δϕ̇

∂y
+

∂δẇ0

∂y

)
+

∂δẇ0

∂y

(
∂ϕ̇

∂y
+

∂ẇ0

∂y

)
+ J3

(∂δϕ̇

∂x
+

∂δẇ0

∂x

)(
∂ϕ̇

∂x
+

∂ẇ0

∂x

)
+

(
∂ϕ̇

∂y
+

∂ẇ0

∂y

)(
∂δϕ̇

∂y
+

∂δẇ0

∂y

)
(4.13)

Trong đó, các moment quán tính được xác định như sau:

{I0, I1, I2, J1, J2, J3} =

h
2∫

−h
2

ρz
{
1, z, z2, f (z) , zf (z) , f2 (z)

}
dz (4.14)

Thay các phương trình (4.8), (4.11), và (4.13) vào nguyên lý Hamilton trong

phương trình (4.6) và qua các bước biến đổi tích phân từng phần cho phương

trình trên nhận được phương trình Euler-Lagrange chuyển động (cân bằng).

Việc áp dụng tích phân từng phần trong trường hợp này nhằm mục đích hạ

bậc của vi phân của chuyển vị ảo về thành chuyển vị ảo. Tích phân từng phần

được áp dụng cho từng sô hạng (vi phân theo tọa độ hoặc thời gian). Các biểu

thức trước các chuyển vị ảo là phương trình Euler-Lagrange cần tìm theo giả
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thiết của nguyên lý Hamilton, số phương trình thu được tương ứng với số chuyển

vị ảo của bài toán.

Phương trình Euler-Lagrange chuyển động nhận được như sau:

δu0 : Nx,x +Nxy,y = I0ü0 + (J1 − I1)
∂ẅ0

∂x
+ J1

∂ϕ̈

∂x

δv0 : Ny,y +Nxy,x = I0v̈0 + (J1 − I1)
∂ẅ0

∂y
+ J1

∂ϕ̈

∂y

δw0 :

(
Nx

Rx
+

Ny

Ry

)
+
(
Mx,xx +My,yy + 2Mxy,xy

)
−
(
Px,xx + Py,yy + 2Pxy,xy

)
+
(
Qxz,x +Qyz,y +Kxz,x +Kyz,y

)
+

∂

∂x

(
Nx

∂w0

∂x
+Nxy

∂w0

∂y

)
+

∂

∂y

(
Ny

∂w0

∂y
+Nxy

∂w0

∂x

)
+ q − qe

= I0ẅ0 + I1

(
∂ü0
∂x

+
∂v̈0
∂y

)
− I2

(
∂2ẅ0

∂x2
+

∂2ẅ0

∂y2

)
− J1

(
∂ü0
∂x

+
∂v̈0
∂y

)
+ J2

(
2
∂2ẅ0

∂x2
+ 2

∂2ẅ0

∂y2
+

∂2ϕ̈

∂y2
+

∂2ϕ̈

∂x2

)
− J3

(
∂2ẅ0

∂x2
+

∂2ẅ0

∂y2
+

∂2ϕ̈

∂x2
+

∂2ϕ̈

∂y2

)
δϕ :

(
Px,xx + 2Pxy,xy + Py,yy

)
−
(
Qxz,x +Qyz,y +Kxz,x +Kyz,y

)
=

J1

(
∂v̈0
∂y

+
∂ü0
∂x

)
+ (J3 − J2)

(
∂2ẅ0

∂x2
+

∂2ẅ0

∂y2

)
+ J3

(
∂2ϕ̈

∂x2
+

∂2ϕ̈

∂y2

)

(4.15)

Trong luận án này giải bài toán tấm vỏ theo phương pháp hàm ứng suất, biểu

diễn các thành phần nội lực qua một hàm ứng suất Airy f (x, y, t) như sau:

Nx =
∂2f

∂y2
, Ny =

∂2f

∂x2
, Nxy = − ∂2f

∂x∂y
(4.16)

Để xác định nghiệm hàm ứng suất cần xét điều kiện tương thích biến dạng sau:

∂2ε0x
∂y2

+
∂2ε0y
∂x2

−
∂2γ0xy
∂x∂y

=

(
∂2w0

∂x∂y

)2

− ∂2w0

∂x2
∂2w0

∂y2
− 1

Rx

∂2w0

∂y2
− 1

Ry

∂2w0

∂x2
(4.17)

Các phương trình cơ bản của vỏ hai độ cong theo lý thuyết biến dạng cắt hình

sin cho phân tích động lực học của vỏ hai độ cong gồm phương trình chuyển

động (phương trình 4.15) và phương trình tương thích biến dạng (phương trình

4.17).



88

Thay phương trình hàm ứng suất Airy (4.16) vào phương trình phương trình

tương thích biến dạng viết theo hàm ứng suất f(x, y, t) như sau:

H11
∂4f

∂x4
+H12

∂4f

∂y4
+H13

∂4f

∂x2∂y2
+H14

∂4w0

∂x4
+H15

∂4w0

∂y4
+H16

∂4w0

∂x2∂y2
+H17

∂4ϕ

∂x4

+H18
∂4ϕ

∂y4
+H19

∂4ϕ

∂x2∂y2
=

(
∂2w0

∂x∂y

)2

− ∂2w0

∂x2
∂2w0

∂y2
− 1

Rx

∂2w0

∂y2
− 1

Ry

∂2w0

∂x2

(4.18)

trong đó,

H11 =
A11

A11A22 − A2
12

, H12 =
A22

A11A22 − A2
12

, H13 =
1

A66
− 2A12

A11A22 − A2
12

H14 =
A11B12 − A12B11 + A12D11 − A11D12

A11A22 − A2
12

, H17 =
A12D11 − A11D12

A11A22 − A2
12

H15 =
A22B12 − A12B22 + A12D22 − A22D12

A11A22 − A2
12

, H18 =
A12D22 − A22D12

A11A22 − A2
12

H16 =
A22B11 − 2A12B12 + 2A12D12 − A11D22 + A11B22 − A22D11

A11A22 − A2
12

− 2B66

A66
+

2D66

A66

H19 =
2A12D12 − A11D22 − A22D11

A11A22 − A2
12

+
2D66

A66

Thay các thành phần lực theo hàm ứng suất ở phương trình (4.16) vào hai

phương trình đầu của hệ phương trình (4.15) dẫn tới:

∂2u0
∂t2

=
(I1 − J1)

I0

∂ẅ0

∂x
− J1

I0

∂ϕ̈

∂x

∂2v0
∂t2

=
(I1 − J1)

I0

∂ẅ0

∂y
− J1

I0

∂ϕ̈

∂y

(4.19)

Thay hàm ứng suất trong phương trình (4.16) và phương trình (4.19) vào

hai phương trình cuối của hệ phương trình (4.15) nhận được kết quả hệ phương

trình chuyển động ở dạng đạo hàm riêng của hàm ứng suất, độ võng và góc

quay theo toạ độ và thời gian, hệ phương trình chuyển động của vỏ hai độ cong

FG-CNTRC được viết lại như sau:
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H17
∂4f

∂x4
+H21

∂4f

∂y4
+H22

∂4f

∂x2∂y2
+H23

∂4w0

∂x4
+H24

∂4w0

∂y4
+H25

∂4w0

∂x2∂y2

H26
∂4ϕ

∂x4
+H27

∂4ϕ

∂y4
+H28

∂4ϕ

∂x2∂y2
+H29

∂2ϕ

∂x2
+H30

∂2ϕ

∂y2
+H29

∂2w0

∂x2
+

H30
∂2w0

∂y2

(
∂2w0

∂y2
+

1

Ry

)
∂2f

∂x2
− 2

∂2f

∂x∂y

∂2w

∂x∂y
+

(
∂2w0

∂x2
+

1

Rx

)
∂2f

∂y2
+ q

− qe = I0ẅ0 + I1

(
∂ü0
∂x

+
∂v̈0
∂y

)
− I2

(
∂2ẅ0

∂x2
+

∂2ẅ0

∂y2

)
− J1

(
∂ü0
∂x

+
∂v̈0
∂y

)
+ J2

(
2
∂2ẅ0

∂x2
+ 2

∂2ẅ0

∂y2
+

∂2ϕ̈

∂y2
+

∂2ϕ̈

∂x2

)
− J3

(
∂2ẅ0

∂x2
+

∂2ẅ0

∂y2
+

∂2ϕ̈

∂x2
+

∂2ϕ̈

∂y2

)
(4.20)

−H17
∂4f

∂x4
−H18

∂4f

∂y4
−H19

∂4f

∂x2∂y2
+H31

∂4w0

∂x4
+H32

∂4w0

∂y4
+H33

∂4w0

∂x2∂y2

+H34
∂4ϕ

∂x4
+H35

∂4ϕ

∂y4
+H36

∂4ϕ

∂x2∂y2
+H37

∂2w0

∂x2
+H38

∂2w0

∂y2
+H37

∂2ϕ

∂x2

+H38
∂2ϕ

∂y2
= J1

(
∂v̈0
∂y

+
∂ü0
∂x

)
+ (J3 − J2)

(
∂2ẅ0

∂x2
+

∂2ẅ0

∂y2

)
+ J3

(
∂2ϕ̈

∂x2
+

∂2ϕ̈

∂y2

)
(4.21)

với các hệ số Hij (i = 2, 3, j = 0, ..., 9) được trình bày ở Phục lục A.3.

Phương trình tương thích biến dạng (4.18) và hai phương trình đạo hàm riêng

chuyển động (4.20) và (4.21) là các phương trình dùng để phân tích động lực

học phi tuyến của vỏ hai độ cong FG-CNTRC.

4.1.2. Các điều kiện biên và nghiệm phương trình

Trong phần này trình bày dạng nghiệm của phương trình đạo hàm riêng được

xác định thỏa mãn các điều kiện biên và các hệ số của các nghiệm này được xác

định dựa trên phương pháp Galerkin cho ba trường hợp điều kiện biên (BC) của

vỏ hai độ cong như sau:

Trường hợp 1: Tựa đơn tất cả các cạnh (SSSS)

Điều kiện biên tựa đơn tất cả các cạnh theo lý thuyết biến dạng cắt hình sin
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cho các thành phần chuyển vị từ phương trình (4.1) là:

Tại x = 0, a :

w0 = 0, v0 = 0, w,y = 0, ϕ,y = 0, Nxy = 0, Nx = Nx0.

Tại y = 0, b :

w0 = 0, u0 = 0, w,x = 0, ϕ,x = 0, Nxy = 0, Ny = Ny0.

(4.22)

Nghiệm xấp xỉ thỏa mãn điều kiện biên tựa đơn tất cả các cạnh (phương

trình 4.22) được tìm là:w(x, y, t)
ϕ(x, y, t)

 =

W (t) sinλmx sin δny

Φ (t) sinλmx sin δny

 (4.23)

trong đó, λm = mπ/a,δn = nπ/b, và W (t) ,Φ (t) là biên độ của chuyển vị và góc

quay, tương ứng.

Dạng nghiệm hàm ứng suất f (x, y, t) được tìm từ việc thoả mãn điều kiện

biên tựa đơn (phương trình 4.22) và phương trình tương thích biến dạng (phương

trình 4.21) dựa trên phương pháp cân bằng điều hòa bằng cách thay dạng nghiệm

ở phương trình (4.23), cụ thể như sau:

f (x, y, t) = F1 cos 2λmx+ F2 cos 2δny + F3sinλmx sin δny +
1

2
Nxoy

2 +
1

2
Nyox

2

(4.24)

trong đó, các hệ số Fi(i = 1, 2, 3) như sau:

F1 =
1

32

δ2n
λ2mH11

W (t)2, F2 =
1

32

λ2m
δ2nH12

W (t)2, F3 = F31W (t) + F32Φ (t) ,

F31 = −
(
H14λ

4
m +H15δ

4
n +H16δ

2
nλ

2
m

)
RxRy − λ2mRx − δ2nRy(

H11λ4m +H12δ4n +H13λ2mδ2n
)
RxRy

,

F32 = −H17λ
4
m +H18δ

4
n +H19δ

2
nλ

2
m

H11λ4m +H12δ4n +H13λ2mδ2n
.

Trường hợp 2: Ngàm tất cả các cạnh (CCCC)

Điều kiện biên ngàm tất cả các cạnh theo lý thuyết hình sin, các thành phần
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chuyển vị từ phương trình (4.1) là:

Tại x = 0, a; y = 0, b :

w0 = 0, u0 = 0, v0 = 0, w0,x = 0, w0,y = 0, ϕ,x = 0,

ϕ,y = 0, Nx = Nx0, Ny = Ny0, Nxy = 0.

(4.25)

Nghiệm xấp xỉ thỏa mãn điều kiện biên ngàm tất cả các cạnh được tìm là:w(x, y, t)
ϕ(x, y, t)

 =

W (t) sin2 λmx sin2 δny

Φ (t) sin2 λmx sin2 δny

 (4.26)

Dạng nghiệm hàm ứng suất f (x, y, t) được tìm từ việc thoả mãn điều kiện biên

CCCC (phương trình 4.25) và phương trình tương thích biến dạng (phương trình

4.21) dựa trên phương pháp cân bằng điều hòa bằng cách thay dạng nghiệm ở

phương trình (4.26), cụ thể như sau:

f (x, y, t) = F1 cos (2λmx) + F2 cos (2δny) + F3 cos (4λmx) + F4 cos (4δny)

+F5 cos (2λmx) cos (2δny) + F6 cos (2λmx) cos (4δny)

+F7 cos (4λmx) cos (2δny) +
1
2Nxoy

2 + 1
2Nyox

2

(4.27)

trong đó, các hệ số Fi(i = 1, ..., 7) được xác định như sau:

F1 = F11W (t) + F12W (t)2 +
1

4

H17

H11
Φ (t) , F11 =

1

32

(
8H14Ryλ

2
m − 2

)
λ2mRyH11

, F12 =
1

32

δ2n
λ2mH11

F2 = F21W (t) + F22W (t)2 +
1

4

H18

H12
Φ (t) , F21 =

1

32

(
8H15Rxδ

2
n − 2

)
δ2nRxH12

, F22 =
1

32

λ2m
δ2nH12

F3 = F31W (t)2, F31 = − 1

512

δ2n
λ2mH11

, F4 = F41W (t)2, F41 = − 1

512

δ2n
λ2mH12

F5 = F51W (t) + F52W (t)2 + F53Φ (t) ,

F51 = − 1

16

(
4H14RxRyλ

4
m + 4H15RxRyδ

4
n + 4H16RxRyδ

2
nλ

2
m −Rxλ

2
m −Ryδ

2
n

)
RxRy

(
H11λ4m +H12δ4n +H13δ2nλ

2
m

) ,

F52 = − 1

16

λ2mδ2

H11λ4m +H12δ4n +H13δ2nλ
2
m
, F53 = −1

4

(
H17λ

4
m +H18δ

4
n +H19δ

2
nλ

2
m

)
H11λ4m +H12δ4n +H13δ2nλ

2
m
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F6 = F61W (t)2, F61 =
1

32

λ2mδ2n
H11λ4m + 16H12δ4n + 4H13δ2nλ

2
m
,

F7 = F71W (t)2, F71 =
1

32

λ2mδ2n
16H11λ4m +H12δ4n + 4H13δ2nλ

2
m

Trường hợp 3: Hai cạnh đối diện tựa đơn, hai cạnh đối diện ngàm

(CSCS)

Điều kiện biên theo lý thuyết hình sin, các thành phần chuyển vị từ phương

trình (4.1) là:

Ngàm tại x = 0, a :

w0 = 0, u0 = 0, v0 = 0, w0,x = 0, w0,y = 0,

ϕ,x = 0, ϕ,y = 0, Nxy = 0, Nx = Nx0.

Tựa đơn tại y = 0, b :

w0 = 0, u0 = 0, w,x = 0, ϕ,x = 0, Nxy = 0, Ny = Ny0.

(4.28)

Nghiệm xấp xỉ được xác định như sau:w(x, y, t)
ϕ(x, y, t)

 =

W (t) sin2 λmx sin δny

Φ (t) sin2 λmx sin δny

 (4.29)

Dạng nghiệm hàm ứng suất f (x, y, t) được tìm từ việc thoả mãn điều kiện biên

CSCS (phương trình 4.28) và phương trình tương thích biến dạng (phương trình

4.21) dựa trên phương pháp cân bằng điều hòa bằng cách thay dạng nghiệm ở

phương trình (4.29), cụ thể như sau:

f (x, y, t) = F1 sin (δny) + F2 cos (2λmx) + F3 cos (2δny) + F4 cos (4λmx)

+ F5 cos (2λmx) sin (δny) + F6 cos (2λmx) cos (2δny) +
1

2
Nxoy

2 +
1

2
Nyox

2,
(4.30)

Các hệ số Fi(i = 1, ..., 6) trong phương trình (4.30) được xác định bằng cách

thay dạng nghiệm hàm ứng suất vào phương trình tương thích biến dạng và áp

dụng phương pháp cân bằng điều hòa, cụ thể như sau:
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F1 = F11W (t) + F12Φ (t) , F11 = −1

2

(
H15Rxδ

2
n − 1

)
δ2nRxH12

, F12 = −1

2

H18

H12

F2 = F21W (t)2, F21 =
1

32

δ2n
λ2mH11

, F3 = F31W (t)2, F31 =
1

32

λ2m
δ2nH12

,

F4 = F41W (t)2, F41 = − 1

512

δ2n
λ2mH11

, F5 = F51W (t) + F52Φ (t) ,

F51 =
1

2

(
16H14RxRyλ

4
m +H15RxRyδ

4
n + 4H16RxRyδ

2
nλ

2
m − 4Rxλ

2
m −Ryδ

2
n

)
RxRy

(
16H11λ4m +H12δ4n + 4H13δ2nλ

2
m

) ,

F52 =
1

2

(
16H17λ

4
m +H18δ

4
n + 4H19δ

2
nλ

2
m

)
16H11λ4m +H12δ4n + 4H13δ2nλ

2
m

,

F6 = F61W (t)2, F61 = − 1

32

λ2mδ2n
H11λ4m +H12δ4n +H13δ2nλ

2
m
.

4.1.3. Phương trình phân tích động lực học của vỏ hai độ cong FG-

CNTRC

Trong phần này xác định các phương trình cho phân tích dao động tự do, dao

động cững bức và đáp ứng động lực học của vỏ hai độ cong FG-CNTRC với ba

trường hợp điều kiện biên.

Thay các nghiệm trong phương trình (4.23), (4.26), (4.29) và (4.24), (4.27),

(4.30) tương ứng với 3 trường hợp điều kiện biên SSSS, CCCC, CSCS lần lượt

vào phương trình (4.20), (4.21) và áp dụng phương pháp Galerkin thu được các

phương trình sau:(
G1

1 +G11
1 Nx0 +G12

1 Ny0

)
W (t) +G2

1W (t)2 +G3
1W (t)3 +G4

1Φ (t)

+G5
1W (t) Φ (t) +G6

1

(
Nx0

Rx
+

Ny0

Ry
+ q

)
= J1

1

d2W (t)

dt2
+ J2

1

d2Φ (t)

dt2

(4.31)
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G1
2W (t) +G2

2W (t)2 +G3
2Φ (t) = J1

2

d2W (t)

dt2
+ J2

2

d2Φ (t)

dt2
(4.32)

với, Gj
i (i = 1÷ 2, j = 1÷ 12) , J

j
i (i = 1÷ 2, j = 1÷ 2) tương ứng cho ba trường

hợp điều kiện biên SSSS, CCCC, CSCS được trình bày trong Phụ lục A.3.

Hai phương trình (4.31), (4.32) là phương trình vi phân động học được sử

dụng cho phân tích động lực học của vỏ hai độ cong FG-CNTRC với tính chất

vật liệu phụ thuộc vào nhiệt độ, được tổng quát hoá cho ba trường hợp điều

kiện biên SSSS, CCCC, và CSCS.

Dao động tự do tuyến tính

Dao động tự do của vỏ hai độ cong bỏ qua lực tác dụng (Nx0 = Ny0 = q = 0),

phương trình (4.32) được viết lại như sau:

G1
1W (t) +G2

1W (t)2 +G3
1W (t)3 +G4

1Φ (t) +G5
1W (t) Φ (t)

− J1
1

d2W (t)

dt2
− J2

1

d2Φ (t)

dt2
= 0

(4.33)

G1
2W (t) +G2

2W (t)2 +G3
2Φ (t)− J1

2

d2W (t)

dt2
− J2

2

d2Φ (t)

dt2
= 0 (4.34)

Tần số riêng nhận được bằng việc giải bài toán trị riêng của phương trình

(4.33), (4.34), trong đó giá trị trị riêng nhỏ nhất (ω0) tương ứng được gọi là tần

số cơ bản: ∣∣∣∣∣∣G
1
1 + ω2J1

1 G4
1 + ω2J2

1

G1
2 + ω2J1

2 G3
2 + ω2J2

2

∣∣∣∣∣∣ = 0 (4.35)

Dao động tự do và dao động cững bức phi tuyến

Chọn hàm độ võng và lực phân bố đều có dạng hàm điều hòa phụ thuộc vào

thời gian như sau W = Awsin (Ωt) , q = Q0sin (Ωt). Mối quan hệ giữa tần số và

biên độ của vỏ được xác định với việc đơn giản hóa tính toán bằng giả thiết lực

quán tính gây ra bởi góc quay tương đối nhỏ và bỏ qua thành phần đạo hàm

bậc cao theo thời gian của góc quay, thay Φ (t) =
J1
2

G3
2

d2W (t)
dt2 − (G1

2W (t)+G2
2W (t)2)

G3
2

từ
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phương trình (4.32) vào phương trình (4.31):(J1
1 −

J1
2G

4
1

G3
2

)
−

J1
2G

5
1

G3
2

W (t)

 d2W (t)

dt2
=

(
G1

1 −
G4

1G
1
2

G3
2

+G11
1 Nx0 +G11

1 Ny0

)
W (t) +

(
G2

1 −
G4

1G
2
2

G3
2

−
G5

1G
1
2

G3
2

)
W (t)2

+

(
G3

1 −
G5

1G
2
2

G3
2

)
W (t)3 +G6

1

(
Nx0

Rx
+

Ny0

Ry
+Q0 sinΩt

)
(4.36)

Áp dụng phương pháp Galerkin (
2π/Ω∫
0

(pt. 4.36) sin (Ωt) dt) cho phương trình

(4.36) với W = Awsin (Ωt) , q = Q0sin (Ωt) xác định được tần số phi tuyến là hàm

phụ thuộc vào biên độ độ võng:(
Ω

ωmn

)2

=

[
1 +

3

4
M1A

2
w −M2

(
Nx0 +Ny0

)
−M3

Q0

Aw

]
,

M1 =
3

4

(
G5

1G
2
2 −G3

1G
3
2

)(
G2

1G
4
1 −G1

1G
3
2

) ,M2 =
G11

1 G3
2(

G2
1G

4
1 −G1

1G
3
2

) ,M3 =
G6

1G
3
2(

G2
1G

4
1 −G1

1G
3
2

) . (4.37)

Tần số cơ bản nhận được từ phương trình (4.37) (ωmn):

ωmn =

√√√√(G4
1G

1
2 −G3

2G
1
1

)(
J1
1G

3
2 − J1

2G
4
1

) (4.38)

Tần số cơ bản ωmn xác định ở phương trình (4.38) xấp xỉ với kết quả tần số

cơ bản (ω0) ở phương trình (4.35). Phần kết quả số sẽ trình bày kết quả so sánh

giá trị hai tần số này để chứng minh giả thiết bỏ qua thành phần đạo hàm bậc

cao của góc quay theo thời gian là hợp lý.

Mối quan hệ tần số và biên độ nhận được từ phương trình (4.38) với Q0 =

Nx0 = Ny0 = 0 như sau: (
Ω

ωmn

)2

=

[
1 +

3

4
M1A

2
w

]
(4.39)

Đáp ứng động lực học phi tuyến

Mối quan hệ giữa độ võng và thời gian được xác định bằng việc giải hệ phương
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trình vi phân chuyển động sau đây:

J1
1

d2W (t)

dt2
+ J2

1

d2Φ (t)

dt2
=
(
G1

1 +G11
1 Nx0 +G11

1 Ny0

)
W (t) +G2

1W (t)2

+G3
1W (t)3 +G4

1Φ (t) +G5
1W (t) Φ (t) +G6

1

(
Nx0

Rx
+

Ny0

Ry
+Q0 sinΩt

) (4.40)

J1
2

d2W (t)

dt2
+ J2

2

d2Φ (t)

∂t2
= G1

2W (t) +G2
2W (t)2 +G3

2Φ (t) (4.41)

Hệ phương trình vi phân trên được giải bằng phương pháp Runge-Kutta bậc

4 (trình bày ở Chương 2) nhằm khảo sát mối quan hệ độ võng - thời gian.

4.1.4. Kết quả và thảo luận

Thông số hình học của vỏ hai độ cong được lựa chọn như sau: m = n = 1,

a/b = 1, b/h = 10, Q0 = 6000(N/m2), a/Rx = 0.25, b/Ry = 0.25. Thông số hình học

của ống CNTs dCNT = 1.36e− 9 (m), lCNT = 9.26e− 9 (m), tCNT = 0.067e− 9 (m),

WCNT = 1%. Tính chất vật liệu nền FGM và ống CNTs được trình bày trong

Bảng 2.1.

4.1.4.1. Kết quả so sánh

Kết quả so sánh tần số cơ bản không thứ nguyên của tấm FGM với điều

kiện biên SSSS và CCCC được trình bày trong Bảng 4.1 với kết quả của tác

giả Uymaz và Aydogdu [112] sử dụng lý thuyết 3D kết hợp với phương pháp

Ritz và kết quả của tác giả Nguyen cùng các cộng sự [78] sử dụng lý thuyết

biến dạng cắt bậc cao xây dựng phương trình và giải bằng phương pháp Ritz.

Thông số sử dụng là ϖ = ω0ab
π2h

√
12(1−v2)ρm

Em
, (m,n) = (1, 1) , a = b = 1, a/h = 10, và

b/Rx = b/Ry = 0.

Bảng 4.2 so sánh tần số cơ bản không thứ nguyên của vỏ trụ FGM dưới điều

kiện biên SSSS với kết quả của các tác giả Aragh và Hedayati [21] sử dụng lý

thuyết 3D; Matsunaga [69] sử dụng lý thuyết cắt bậc cao; tác giả Quân và công
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sự [84] sử dụng lý thuyết FSDT; tác giả Farid và công sự [41] sử dụng lý thuyết

3D; tác giả Shen và Wang [95] sử dụng lý thuyết cắt bậc ba.

Bảng 4.1: Tần số cơ bản không thứ nguyên của tấm FGM với điều kiện biên
SSSS và CCCC

BC Tài liệu
N

0 0.5 1 5 10 ∞

SSSS

3D [112] 1.9339 1.7406 1.6583 1.5491 1.5066 1.3861

FEM [78] 1.9325 1.7385 1.6589 1.5501 1.5091 -

Luận án 1.9849 1.7932 1.7067 1.5768 1.5397 1.4222

CCCC

3D [112] 3.3496 3.0249 2.8809 2.6645 2.5923 2.4009

FEM [78] 3.3219 2.9974 2.8582 2.6463 2.5760 -

Luận án 3.3680 3.0588 2.9076 2.6378 2.5721 2.4142

Bảng 4.2: Tần số cơ bản không thứ nguyên ϖ = ω0h
√

ρc/Ec
của panel trụ

(m,n) = (1, 1) , a = b = 1, b/h = 5, b/Ry = 0

b/Rx N [21] [69] [84] [41] [95] Luận án

0.5

0 0.2129 0.2153 0.2162 0.2113 0.2169 0.2080

0.5 0.1817 0.1855 0.1754 0.1814 0.1799 0.1786

1 0.1638 0.1678 0.1484 0.1639 0.1589 0.1530

4 0.1374 0.1413 0.1369 0.1367 0.1301 0.1325

10 0.1296 0.1328 0.1183 0.1271 0.1204 0.1258

1

0 0.2154 0.2239 0.2169 0.2164 0.2329 0.2133

0.5 0.1848 0.1945 0.1860 0.1879 0.1944 0.1861

1 0.1671 0.1769 0.1589 0.1676 0.1732 0.1704

4 0.1391 0.1483 0.1373 0.1394 0.1402 0.1462

10 0.1300 0.1380 0.1187 0.1286 0.1286 0.1366
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Bảng 4.3 trình bày kết quả so sánh tần số cơ bản không thứ nguyên của vỏ

hai độ cong FGM với kết quả trong tài liệu [14] sử dụng lý thuyết vỏ cổ điển và

tài liệu [30] và [35] sử dụng lý thuyết biến dạng cắt bậc nhất.

Bảng 4.3: So sánh tần số cơ bản không thứ nguyên ϖ = ω0h
√

ρc/Ec
của vỏ hai

độ cong FGM (m,n) = (1, 1) , a = b = 1, b/h = 10.

a/Rx b/Ry N Tài liệu [14] Tài liệu[30] Tài liệu [35] Luận án

0.5 0.5

0 0.0779 0.0762 0.0761 0.0695

0.5 0.0676 0.0664 0.0662 0.0618

1 0.0617 0.0601 0.0605 0.0572

4 0.0519 0.0503 0.0506 0.0482

10 0.0482 0.0464 0.0467 0.0438

0.5 -0.5

0 0.0597 0.0563 0.0577 0.0546

0.5 0.0506 0.0479 0.049 0.0412

1 0.0456 0.0432 0.0442 0.0371

4 0.0396 0.0372 0.0381 0.0322

10 0.0380 0.0355 0.0364 0.0310

Bảng 4.4: So sánh tần số cơ bản của tấm gia cường FG-CNTs đặt trên nền đàn
hồi (m,n) = (1, 1) , a/h = 15, NL = 5, a/b = 1,WCNT = 0.1

(
%
)
, a/Rx = 0, b/Ry = 0

K1, K2

Nền PMMA Nền PmPV

Tài liệu [54] Luận án Tài liệu [54] Luận án

UD FG-X UD FG-X UD FG-X UD FG-X

(0,0) 2768 3245 2832 3350 2537 2974 2596 3070

(2,0) 6515 6731 6522 6764 6420 6605 6423 6629

(2,0.05) 8541 8707 8534 8720 8469 8610 8458 8616

Bảng 4.4 trình bày kết quả so sánh tần số cơ bản của tấm gia cường FG-



99

CNTs đặt trên nền đàn hồi với kết quả trong tài liệu [54]. Tài liệu [54] sử dụng

lý thuyết biến dạng cắt bậc ba của Reddy trong khi đó luận án này sử dụng lý

thuyết biến dạng cắt hình sin và cùng sử dụng phương pháp Galerkin để giải

phương trình đạo hàm riêng nhằm xác định tần số riêng.

Hình 4.2 trình bày kết quả so sánh đường cong mối quan hệ giữa tỉ lệ biên

độ trên độ dày (Aw/h) và tỉ lệ tần số (Ω/ωmn) của dao động tự do phi tuyến đối

của vỏ hai độ cong FG-CNTRC với điều kiện biên SSSS. Có thể thấy rằng kết

quả phân tích trong luận án có sai số không đáng kể với nghiên cứu trong của

tác giả Shen và cộng sự [93].

Hình 4.2: So sánh đường cong Aw/h-Ω/ωmn của tấm FG-CNTRC

4.1.4.2. Dao động tự do

Phần này trình bày kết quả tần số riêng tuyến tính cho vỏ hai độ cong đặt

trên nền đàn hồi. Hai mô hình vật liệu chức năng được khảo sát:

• Mô hình 1: Sự phân bố biến đổi chức năng của các ống CNT (FG-CNT)

trong vật liệu nền gồm (Model 1-a) và nền kim loại (Model I-b). Vỏ được

chia thành nhiều lớp với sự phân bố của tỉ lệ CNT trong mỗi lớp là khác
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nhau và tạo thành sự phân bố biến đổi chức năng cho toàn bộ vỏ với ba

mô hình: Phân bố đều (UD), phân bố CNT nhiều nhất ở hai mặt ngoài và

bằng không ở lớp giữa (FG-X), phân bố CNT bằng không ở hai mặt ngoài

và nhiều nhất ở giữa (FG-O).

• Mô hình 2: Sự phân biến đổi chức năng ở vật liệu nền được tạo từ gốm và

kim loại biến đổi đều qua chiều dày của kết cấu (FGM) với sự gia cường

các ống CNT phân bố đều trong lớp nền FGM.

Bảng 4.5: Sự hội tụ của tần số cơ bản không thứ nguyên của vỏ kim loại hai
độ cong gia cường ống CNTs

NL

SSSS CCCC

UD FG-O FG-X UD FG-O FG-X

5 0.0530 0.0528 0.0533 0.0764 0.0762 0.0766

6 0.0530 0.0528 0.0533 0.0764 0.0762 0.0767

7 0.0530 0.0528 0.0533 0.0764 0.0762 0.0766

8 0.0530 0.0527 0.0533 0.0764 0.0761 0.0767

9 0.0530 0.0527 0.0533 0.0764 0.0761 0.0767

10 0.0530 0.0527 0.0533 0.0764 0.0761 0.0767

Bảng 4.6: Sự hội tụ của tần số cơ bản không thứ nguyên của vỏ gốm hai độ
cong gia cường ống CNTs

NL

SSSS CCCC

UD FG-O FG-X UD FG-O FG-X

5 0.0520 0.0520 0.0521 0.0751 0.0750 0.0752

6 0.0520 0.0519 0.0521 0.0751 0.0750 0.0752

7 0.0520 0.0519 0.0521 0.0751 0.0750 0.0752

8 0.0520 0.0519 0.0521 0.0751 0.0750 0.0752

9 0.0520 0.0519 0.0521 0.0751 0.0750 0.0752

10 0.0520 0.0519 0.0521 0.0751 0.0750 0.0752
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Trong trường hợp Mô hình I, để phân tích bài toán động lực học, cần xét

đến sự hội tụ của tần số. Sự hội tụ này phụ thuộc vào số lượng các lớp nhằm

đảm bảo rằng sự phân bố CNTs biến đổi chức năng với số lớp đủ nhiều. Bảng

4.5 và 4.6 trình bày kết quả hội tụ của tần số cơ bản không thứ nguyên (ω =

ω0h
√

ρmatrix/Ematrix
) dưới các điều kiện biên khác nhau cho nền kim loại và gốm,

tương ứng. Từ các kết quả được trình bày trong các bảng này, số lớp được chọn

cho trường hợp FG-CNT để phân tích là NL = 8.

Bảng 4.7: Ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT tới tần số cơ bản không thứ nguyên
của vỏ gốm hai độ cong (Model I-a)

W%
CNT

SSSS CCCC

UD FG-O FG-X UD FG-O FG-X

0 0.0517 0.0517 0.0517 0.0746 0.0746 0.0746

0.1 0.0520 0.0519 0.0521 0.0751 0.0750 0.0752

0.2 0.0524 0.0522 0.0526 0.0756 0.0754 0.0758

0.5 0.0534 0.0530 0.0539 0.0771 0.0766 0.0775

1 0.0551 0.0543 0.0560 0.0796 0.0786 0.0804

2 0.0585 0.0568 0.0601 0.0845 0.0824 0.0859

5 0.0682 0.0640 0.0719 0.0985 0.0932 0.1010

10 0.0836 0.0759 0.0907 0.1207 0.1102 0.1242

Bảng 4.7 và 4.8 trình bày ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích và các loại phân bố

của CNT đối với tần số cơ bản không thứ nguyên của vỏ hai độ cong chịu các

điều kiện biên khác nhau, tương ứng với nền gốm (Model I-a) và nền kim loại

(Model I-b). Kết quả chỉ ra rằng việc tăng phần trăm CNT dẫn đến tăng tần

số của vỏ hai độ cong. Giá trị thấp nhất của tần số cơ bản không thứ nguyên

quan sát được khi WCNT = 0
(
%
)
, tương đương với trường hợp vỏ hai độ cong

là đồng nhất, không có CNT.

Hơn nữa, trong số ba loại phân bố CNT, loại FG-X CNTs cho thấy tần số cơ
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bản không thứ nguyên cao nhất, trong khi loại FG-O CNTs có tần số thấp nhất.

Điều này được giải thích là do loại FG-X có tỉ lệ thể tích CNT cao nhất ở khu

vực gần hai mặt ngoài, nơi chịu lực lớn nhất của vỏ tương ứng với sự phân bố

ứng suất là nhiều nhất và sự phân bố CNT thấp nhất ở mặt giữa tương ứng với

nơi có sự phân bố ứng suất ít nhất, trong khi loại FG-O có tỉ lệ thể tích CNT

ngược lại so với FG-X ở các vùng trên.

Bảng 4.8: Ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT tới tần số cơ bản không thứ nguyên
của vỏ kim loại hai độ cong (Model I-b)

W%
CNT

SSSS CCCC

UD FG-O FG-X UD FG-O FG-X

0 0.0518 0.0518 0.0518 0.0746 0.0746 0.0746

0.1 0.0530 0.0527 0.0533 0.0764 0.0761 0.0767

0.5 0.0580 0.0565 0.0593 0.0835 0.0820 0.0846

1 0.0639 0.0610 0.0663 0.0920 0.0888 0.0937

2 0.0750 0.0696 0.0796 0.1080 0.1014 0.1103

5 0.1058 0.0944 0.1170 0.1525 0.1366 0.1547

10 0.1545 0.1396 0.1808 0.2229 0.1964 0.2271

Bảng 4.9 trình bày các kết quả tần số cơ bản của vỏ hai độ cong nền FGM

gia cường ống nano carbon (Mô hình II) với các sự thay đổi tỉ lệ CNTs. Trong

Mô hình II, ống nano carbon được phân bố đều trong nền gốm (N = 0, tương

đương với trường hợp UD trong Mô hình I-a), nền kim loại (N = ∞, trường hợp

này tương đương với trường hợp ống nano carbon phân bố theo kiểu UD trong

Mô hình I-b), và nền FGM (N = 1, sự phân bố biến đổi đều của các thành phần

gốm và kim loại theo độ dày). Nhìn chung, với việc chọn lớp hội tụ NL như trình

bày trong Bảng 4.6 và 4.7, có thể thấy rằng càng nhiều sự có mặt của ống nano

carbon trong nền càng giúp gia tăng tần số cơ bản của vỏ. Trường hợp nền gốm

có tần số cơ bản cao nhất do module cao hơn so với nền kim loại.
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Bảng 4.9: Ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT tới tần số cơ bản ω0

(
rad/s

)
của

vỏ hai độ cong CNTs-FGDCS (Model II)

WCNT (%)
SSSS CCCC

Ceramic

(N=0)

FGM

(N=1)

Metal

(N=∞)

Ceramic

(N=0)

FGM

(N=1)

Metal

(N=∞)

0 12672 7587 5219 18263 10849 7521

0.5 13231 8321 6017 19069 11962 8671

1 13776 9002 6757 19854 12969 9738

2 14832 10278 8130 21375 14851 11716

5 17801 13753 11836 25653 19955 17055

10 22393 19087 17604 32269 27242 25365

Bảng 4.10: Ảnh hưởng điều kiện biên BCs và các loại phân bố CNTs tới tần số
không thứ nguyên của vỏ hai độ cong nền kim loại gia cường FG-CNTs (Model
I-b: WCNT = 1

(
%
)
)

BCs UD FG-O FG-X

SSSS 0.0639 0.0610 0.0663

CSCS 0.0668 0.0641 0.0691

CCCC 0.0920 0.0888 0.0937

Bảng 4.10 so sánh tần số cơ bản không thứ nguyên của vỏ hai độ cong nền

kim loại gia cường FG-CNT (Model I-b) với 3 điều kiện biên: Trường hợp 1: Giả

sử tất cả các cạnh tự đơn (SSSS); Trường hợp 2: Giả sử tất cả các cạnh ngàm

(CCCC); Trường hợp 3: Giả sử hai cạnh đối diện ngàm và hai cạnh tựa đơn

(CSCS). Kết quả phân tích cho thấy trường hợp điều kiện biên CCCC có tần

số cơ bản cao nhất. Điều này xảy ra do các cạnh ngàm có chức năng như các

giá đỡ cố định hạn chế mọi biến dạng của vỏ tại các cạnh đó, do đó làm tăng

độ cứng và tần số cơ bản của vỏ.



104

Bảng 4.11: Ảnh hưởng sự phân bố CNTs và tỉ lệ chiều dài trên bán kính đến tần
số cơ bản không thứ nguyên của vỏ hai độ cong nền kim loại gia cường FG-CNT
trên nền đàn hồi (Mô hình I-b: WCNT = 1

(
%
)
, K1 = 2GPa/m,K2 = 0.1GPa.m)

a/Rx b/Ry

SSSS CCCC

UD FG-O FG-X UD FG-O FG-X

0 0 0.0749 0.0724 0.0770 0.1052 0.1024 0.1067

0.25 0 0.0764 0.0740 0.0785 0.1063 0.1035 0.1078

0.25 0.25 0.0809 0.0787 0.0829 0.1077 0.1049 0.1091

0.5 0.5 0.0968 0.0950 0.0986 0.1147 0.1121 0.1161

Bảng 4.12: Ảnh hưởng các loại nền và tỉ lệ chiều dài trên bán kính đến tần số
cơ bản của vỏ hai độ cong gia cường UD-CNT (Mô hình II: WCNT = 1%)

a/Rx b/Ry

SSSS CCCC

Gốm

(N = 0)

FGM

(N = 1)

Kim loại

(N = ∞)

Gốm

(N = 0)

FGM

(N = 1)

Kim loại

(N = ∞)

0 0 11873 7580 5651 18888 12081 8991

0.25 0 12309 7884 5859 19165 12266 9123

0.25 0.25 13533 8693 6442 19498 12487 9282

0.5 0.5 17597 11335 8377 21224 13610 10104

Bảng 4.11 trình bày ảnh hưởng của tỉ lệ chiều dài trên bán kính và ba loại phân

bố của CNT tới tần số cơ bản không thứ nguyên ω0 của vỏ hai độ cong nền kim

loại gia cường FG-CNTs (Model I-b) điều kiện biên SSSS và CCCC. Bảng 4.12

trình bày ảnh hưởng của tỉ lệ chiều dài trên bán kính tới tần số cơ bản (ω0(rad/s))

của vỏ hai độ cong với nền kim loại, gốm và FGM gia cường UD-CNT (Model II)

với điều kiện biên SSSS và CCCC. Cả hai bảng trình bày kết quả tần số cơ bản

cho tấm, panel trụ và vỏ hai độ cong. Trường hợp Rx, Ry → ∞
(
a/Rx = b/Ry = 0

)
đại diện cho dạng hình học của tấm, Rx > 0, Ry → ∞

(
a/Rx ̸= 0, b/Ry = 0

)
đại

diện cho dạng hình học của panel hình trụ và Rx > 0, Ry > 0
(
a/Rx ̸= 0, b/Ry ̸= 0

)
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được trình bày cho vỏ hai độ cong. Quan sát thấy rằng tần số cơ bản của vỏ hai

độ cong
(
a/Rx ̸= 0, b/Ry ̸= 0

)
là cao hơn so với panel trụ

(
a/Rx ̸= 0, b/Ry = 0

)
trong khi tần số cơ bản của panel hình trụ cao hơn của tấm

(
a/Rx = b/Ry = 0

)
.

Sự khác biệt về tần số cơ bản này được cho là do ảnh hưởng của độ cong, dẫn

đến độ cứng và tần số cơ bản cao hơn trong vỏ. Độ cong cho phép vỏ phân bố

tải trọng đều hơn trên bề mặt so với tấm và panel trụ.

Bảng 4.13: Ảnh hưởng ∆T và tỉ lệ a/h tới tần số cơ bản ω0 (rad/s) của vỏ hai
độ cong nền FGM (Model II: WCNT = 1%)

∆T a/h
SSSS CCCC

Gốm

(N=0)

FGM

(N=1)

Kim loại

(N = ∞)

Gốm

(N=0)

FGM

(N=1)

Kim loại

(N = ∞)

0

10 13533 8693 6442 19498 12487 9282

15 7013 4507 3337 9756 6239 4642

20 4532 2915 2157 5897 3770 2805

100

10 13394 8614 6395 19298 12375 9214

15 6941 4466 3313 9656 6183 4608

20 4485 2888 2141 5836 3736 2785

300

10 13157 8405 6174 18956 12069 8896

15 6818 4358 3199 9485 6029 4449

20 4406 2819 2067 5733 3643 2689

Bảng 4.13 trình bày ảnh hưởng của sự gia tăng nhiệt độ (∆T ) và tỉ lệ chiều

dài trên độ dày (a/h) tới tần số cơ bản của vỏ hai độ cong FGM gia cường

UD-CNT (Mô hình II). Tần số cơ bản của vỏ bị ảnh hưởng bởi cả tỉ lệ chiều dài

trên độ dày và sự gia tăng nhiệt độ. Khi tỉ lệ a/h tăng tương ứng với vỏ mỏng

đi, tần số cơ bản sẽ giảm tương ứng. Cụ thể, với sự gia tăng nhiệt độ, tần số

cơ bản của vỏ FGM với a/h = 10 là ω0 = 8693
(
rad/s

)
, thấp hơn gần ba lần so

với a/h = 20. Ngoài ra, tần số cơ bản của vỏ được xác định bởi các đặc tính vật

liệu của nó, các đặc tính này có thể thay đổi theo nhiệt độ. Nhìn chung, khi độ
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cứng vật liệu của vỏ tăng lên, tần số cơ bản của vỏ cũng tăng lên. Do đó, khi

nhiệt độ giảm làm cho độ cứng của vật liệu tăng lên dẫn tới tần số cơ bản của

vỏ tăng lên. Ngược lại, khi nhiệt độ tăng làm cho độ cứng vật liệu giảm đi dẫn

tới tần số cơ bản giảm.

4.1.4.3. Dao động cưỡng bức

Trong phần này, nghiên cứu trình bày kết quả phân tích dao động tự do và

dao động cưỡng bức phi tuyến, xác định mối quan hệ giữa biên độ và tỷ số tần

số (Ω/ωmn) của vỏ hai độ cong được gia cường bởi CNTs với hai mô hình vật

liệu (Mô hình I và Mô hình II) được trình bày trong phần trước. Tần số riêng

của dao động phi tuyến được trình bày dưới dạng là hàm của biên độ và được

tính toán bằng phương trình (4.37) đối với dao động cưỡng bức và phương trình

(4.39) đối với dao động tự do.

Bảng 4.14: So sánh hai công thức tần số cơ bản cho vỏ hai độ cong nền kim
loại gia cường FG-CNT (Model I-b)

BCs Tần số ω0 từ phương trình 4.35 Tần số ωmn từ phương trình 4.38

UD FG-O FG-X UD FG-O FG-X

SSSS 0.0639 0.0610 0.0663 0.0642 0.0613 0.0666

SCSC 0.0668 0.0641 0.0691 0.0672 0.0645 0.0694

CCCC 0.0920 0.0888 0.0937 0.0924 0.0893 0.0940

Bảng 4.14 so sánh tần số cơ bản không thứ nguyên ω = (ω0, ωmn)h
√

ρme/Eme
,

trong đó ω0 là giá trị thấp nhất trong bài toán giá trị riêng và ω0 được tính

từ phương trình (4.35), trong khi ωmn được tính từ phương trình (4.38) với giả

thiết đạo hàm bậc cao của góc quay bị bỏ qua. Kết quả này cho thấy sự khác

biệt giữa giá trị tần số từ hai phương pháp này là khoảng 0,5 %. Như vậy, có

thể sử dụng được cả hai công thức ở phương trình (4.35) và phương trình (4.38)

để xác định tần số cơ bản của vỏ hai độ cong FG-CNTRC.
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Hình 4.3: Ảnh hưởng của các loại phân bố CNT tới đường cong biên độ tần số
của dao động tự do phi tuyến cho vỏ hai độ cong nền kim loại (Model I-b)

Hình 4.4: So sánh đường cong biên độ-tần số của tấm, panel trụ, và vỏ hai độ
cong (Model I-b)

Hình 4.3 thể hiện ảnh hưởng của ba loại phân bố CNT đến mối quan hệ giữa

tỷ số biên độ trên độ dày (Aw/h) và tỷ số tần số (Ω/ωmn) của dao động tự do
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phi tuyến của vỏ hai độ cong nền kim loại gia cường FG-CNT với điều kiện biên

SSSS (Model I-b). Có thể thấy rằng đường cong tỉ lệ biên độ-tần số của vỏ với

loại phân bố FG-X lớn hơn đường cong của vỏ có CNT phân bố điều (UD), và

đường cong của vỏ gia cường FG-O CNT là thấp nhất. Xét trường hợp cụ thể,

khi Ω/ωmn ≈ 1.1, tỉ lệ biên độ trên độ dày (Aw/h) cho loại phân bố FG-X, UD,

và FG-O lần lượt là 0.82, 0.78, 0.74.

Hình 4.4 và 4.5 trình bày tỉ lệ biên độ-tần số của dao động tự do và dao động

cưỡng bức phi tuyến của tấm, panel trụ, và vỏ hai độ cong tương ứng. Trong

Hình 4.4 xét mô hình vật liệu là Mô hình I-b với CNT phân bố đều trong nền

kim loại và Mô hình I-a xét CNT phân bố theo loại FG-X trong nền gốm. Rõ

ràng là đường cong tỉ lệ biên độ-tần số của vỏ hai độ cong cao hơn tấm và panel

trụ. Sự giải thích về sự khác biệt này cũng tương ứng như sự giải thích về tần

số riêng trong nhận xét của Bảng 4.11 và Bảng 4.12.

Hình 4.5: Ảnh hưởng của biên độ lực ngoài tới đường cong biên độ tần số của
dao động phi tuyến cho vỏ hai độ cong và tấm FG-X CNT gia cường nền gốm
(Model I-a)
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Hình 4.6: Ảnh hưởng của biên độ lực ngoài tới đường cong biên độ tần số của
dao động phi tuyến cho vỏ hai độ cong FGM với CNT phân bố đều(Model II)

Hình 4.6 thể hiện ảnh hưởng của biên độ (Q0) của ngoài lực tới tỉ lệ biên

độ-tần số của dao động cưỡng bức phi tuyến của vỏ hai độ cong nền FGM gia

cường UD-CNTs với các cạnh tựa đơn (SSSS) (Mô hình II). Trong trường hợp

Q0 = 0 thể hiện dao động tự do phi tuyến, trong khi Q0 ̸= 0 thể hiện dao động

cưỡng bức phi tuyến. Kết quả chỉ ra rằng đường cong tỉ lệ biên độ tần số của

vỏ hai độ cong tăng với biên độ lực ngoài tăng.

4.1.4.4. Đáp ứng động lực học

Phần này trình bày kết quả số phân tích đáp ứng động lực học phi tuyến của

vỏ hai độ cong gia cường CNTs sử dụng phương pháp bán giải tích với hai mô

hình vật liệu biến đổi chức năng (Mô hình I và Mô hình II).

Hình 4.7 và 4.8 trình bày ảnh hưởng của các loại nền khác nhau tới đáp ứng

động lực học phi tuyến tính của vỏ hai độ cong gia cường CNTs với điều kiện
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biên SSSS và CCCC. Ba loại nền được khảo sát gồm nền gốm (khi N = 0, tương

đương với vỏ hai độ cong gia cường UD CNTs trong Mô hình I-a), nền kim loại

(khi N = ∞, tương đương với vỏ hai độ cong gia cường UD CNTs Mô hình I-b)

và nền FGM (khiN = 1, biểu thị sự phân bố biến đổi đều của thành phần gốm

và kim loại theo độ dày). Kết quả thể hiện rằng đường cong biên độ và thời gian

(W (m)−t (s)) của vỏ hai độ cong nền kim loại cao hơn vỏ hai độ cong nền FGM,

trong khi đường cong biên độ độ võng – thời gian của vỏ hai độ cong nền gốm

là thấp nhất. Kết quả module đàn hồi được trình bày trong Bảng 2.1 giải thích

cho sự khác biệt về đường cong độ võng-thời gian trong các trường hợp khác

nhau là do ảnh hưởng của các module đàn hồi. Cụ thể, nền gốm có các module

đàn hồi vượt trội so với kim loại, dẫn đến độ cứng của vỏ nền gốm cao hơn nền

kim loại và đường cong độ võng - thời gian sẽ thấp hơn. Ngược lại, module đàn

hồi của nền FGM nằm giữa gốm và kim loại nên độ cứng và biên độ độ võng -

thời gian nằm ở giữa hai loại nền còn lại.

Hình 4.7: Ảnh hưởng của các loại nền khác nhau tới đường cong biên độ-thời
gian của vỏ hai độ cong nền FGM gia cường CNT với điều kiện biên SSSS
(Model II)
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Hình 4.8: Ảnh hưởng của các loại nền khác nhau tới đường cong biên độ-thời
gian của vỏ hai độ cong nền FGM gia cường CNT với điều kiện biên CCCC
(Model II)

Hình 4.9 và Hình 4.10 phân tích ảnh hưởng của sự phân bố CNT tới đáp

ứng động lực học phi tuyến của vỏ hai độ cong nền kim loại gia cường FG-CNT

(Model I-b) tương ứng với điều kiện biên SSSS và CCCC. Kết quả chỉ ra rằng

kiểu phân bố FG-X (có đặc trưng tỉ lệ thể tích CNT nhiều nhất ở hai mặt ngoài

và ít nhất ở mặt giữa của vỏ, tương ứng sự phân bố ứng suất thấp nhất ở giữa

và nhiều nhất ở hai mặt ngoài) có tần số cơ bản cao nhất và đường cong biên độ

- thời gian thấp nhất. Ngược lại, kiểu phân bố FG-O (có tỉ lệ thể tích ít nhất ở

hai mặt ngoài và nhiều nhất ở mặt giữa) có tần số cơ bản thấp nhất và đường

cong biên độ - thời gian cao nhất.

Ảnh hưởng của nhiệt độ tới đường cong biên độ - thời gian của vỏ hai độ cong

nền FGM gia cường UD CNTs (Mô hình II) được thể hiện trong Hình 4.11. Hai

trường hợp sự gia tăng nhiệt độ ∆T = (0, 300)K được khảo sát cho điều kiện biên

SSSS và CCCC. Khi nhiệt độ tăng, đường cong độ võng thời gian (W (m)− t (s))

tăng lên, cho thấy khả năng chịu tải của vỏ trở nên yếu đi. Có thể giải thích là
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do độ cứng của vỏ hai độ cong phụ thuộc vào đặc tính vật liệu, và các đặc tính

vật liệu giảm đi khi nhiệt độ tăng lên.

Hình 4.9: Ảnh hưởng của các loại phân bố CNT tới đáp ứng động lực học phi
tuyến cho vỏ hai độ cong nền kim loại với điều kiện biên SSSS

Hình 4.10: Ảnh hưởng của các loại phân bố CNT tới đáp ứng động lực học phi
tuyến cho vỏ hai độ cong nền kim loại với điều kiện biên CCCC
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Hình 4.11: Ảnh hưởng của sự gia tăng nhiệt độ tới đáp ứng động lực học phi
tuyến của vỏ hai độ cong nền FGM (Model II)

Hình 4.12: Ảnh hưởng của sự gia tăng nhiệt độ tới đáp ứng động lực học phi
tuyến của vỏ hai độ cong nền FGM (Model II)

Hình 4.12 so sánh đáp ứng động lực học phi tuyến với ba trường hợp điều

kiện biên của vỏ hai độ cong. Trường hợp 1: Tất cả các cạnh của vỏ tựa đơn
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(SSSS), trường hợp 2: Tất cả các cạnh ngàm (CCCC) và trường hợp 3: hai cạnh

đối diện tựa đơn trong khi hai cạnh còn lại ngàm (CSCS). Kết quả cho thấy

đường cong biên độ - thời gian của vỏ với điều kiện biên CCCC là thấp hơn so

với vỏ trong điều kiện biên CSCS, chứng tỏ vỏ trong điều kiện CCCC có thể

chịu dao động tốt hơn so với vỏ trong điều kiện biên CSCS. Ngoài ra, đường

cong biên độ - thời gian của vỏ trong điều kiện biên SSSS là cao nhất tương ứng

trường hợp này kém hiệu quả nhất trong việc chống lại dao động.

Hình 4.13: Ảnh hưởng của sự gia tăng nhiệt độ tới đáp ứng động lực học phi
tuyến của vỏ hai độ cong nền FGM (Model II)

Hình 4.13 trình bày ảnh hưởng của tỉ lệ CNTs tới đáp ứng động lực học phi

tuyến của vỏ hai độ cong nền FGM gia cường UD CNTs (Mô hình II). Đường

cong độ võng - thời gian có xu hướng giảm khi tỉ lệ thể tích của CNT tăng lên,

sự có mặt của CNT trong nền giúp tăng cường độ cứng của vỏ và giảm biên độ

võng. Kết quả này có thể là do các tính chất cơ học vượt trội của CNTs như độ

bền và độ cứng cao lớn hơn nhiều so với vật liệu nền. Nhìn chung, kết quả thể

hiện rằng việc bổ sung CNTs có thể cải thiện đáng kể các tính chất cơ học của

vỏ hai độ cong giúp vỏ có khả năng chống dao động tốt hơn.
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Hình 4.14: So sánh đường cong biên độ độ võng-thời gian cho tấm, panel trụ,
và vỏ hai độ cong nền FGM (Model II)

Hình 4.14 trình bày ảnh hưởng của các hình dạng hình học (tỉ lệ chiều dài trên

bán kính a/Rx, b/Ry ) tới đường cong độ võng - thời gian của vỏ hai độ cong FGM

gia cường UD-CNTs với điều kiện biên SSSS (Mô hình II). Trong đó, trường hợp

a/Rx = b/Ry = 0 đại diện cho dạng hình học của tấm, a/Rx = 0.5, b/Ry = 0 đại

diện cho dạng hình học của panel trụ và a/Rx = b/Ry = 0, 5 đại diện cho vỏ hai

độ cong. Kết quả cho thấy đường cong biên độ thời gian của tấm cao hơn so với

panel trụ và vỏ hai độ cong.

4.2. Phân tích dao động tự do và đáp ứng động lực học

của vỏ nón cụt FG-CNTRC

Phần này trình bày kết quả tần số riêng và mối liên hệ biên độ động võng

- thời gian trong phân tích động lực của vỏ nón cụt FG-CNTRC đặt trên nền

đàn hồi với tính chất vật liệu phụ thuộc vào nhiệt độ. Cụ thể như sau:
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• Sử dụng lý thuyết vỏ cổ điển cùng với tính phi tuyến hình học thiết lập

phương trình chuyển động của vỏ nón cụt.

• Các phương trình đạo hàm riêng chuyển động của vỏ được giải bằng phương

pháp Galerkin và hàm ứng suất Airy. Sau đó, phương trình vi phân chuyển

động được giải bằng phương pháp Runge-Kutta bậc 4.

• Nghiệm hàm ứng suất được xác định cho bài toán phi tuyến hình học của

vỏ nón cụt bao gồm cả thành phần phi tuyến với các hệ số tìm được bằng

phương pháp cân bằng điều hòa.

• Nghiên cứu ảnh hưởng của các thông số hình học, các loại phân bố CNT

(FG, UD), tỉ lệ thể tích CNT, nền đàn hồi đến đường cong đáp ứng động

lực học và tần số riêng vỏ nón cụt FG-CNTRC.

4.2.1. Phương trình phân tích động lực học

Phương trình tương thích biến dạng của vỏ nón cụt FG-CNTRC được xác

định như sau:

cot γ
S

∂2w
∂S2 − 1

S
∂2γ0

Sθ

∂S∂φ − 1
S2

∂γ0
Sθ

∂φ + ∂2ε0θ
∂S2 + 1

S2
∂2ε0S
∂φ2 + 2

S
∂ε0θ
∂S − 1

S
∂ε0S
∂S =

= 1
S4

(
∂w
∂φ

)2
− 2

S3
∂w
∂φ

∂2w
∂S∂φ − 1

S2

[
∂2w
∂S2

∂2w
∂φ2 −

(
∂2w
∂S∂φ

)2]
− 1

S
∂w
∂S

∂2w
∂S2 .

(4.42)

Phương trình chuyển động của vỏ nón cụt FG-CNTRC được xây dựng theo

lý thuyết vỏ cổ điển như sau [100]:

S
∂NS

∂S
+

∂NSθ

∂φ
+NS −Nθ = ρ0

∂2u

∂t2

∂Nθ

∂φ
+ S

∂NSθ

∂S
+ 2NSθ = ρ0

∂2v

∂t2
(4.43)
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∂S∂φ
+

1

S
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∂φ

)
+

1

S
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− ∂Mθ
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(
SNS

∂w
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+NSθ
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)
+

∂
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(
NSθ
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∂S
+

1

S
Nθ
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)
− SKww + SKp∆w = ρ0
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∂t2
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trong đó,

∆w =

(
∂2w

∂S2
+

1

S

∂w

∂S
+

1

S2

∂2w

∂φ2

)
, ρ0 =

h/2∫
−h/2

ρ(z)dz; ρ(z) = VCNTρCNT + Vmρm

Sử dụng hàm ứng suất Airy F (s, θ, t) định nghĩa như sau:

NS =
1

S2

∂2F

∂φ2
+

1

S

∂F

∂S
, Nθ =

∂2F

∂S2
, NSθ = − 1

S

∂2F

∂S∂φ
+

1

S2

∂F

∂φ
(4.44)

Sau một quá trình tính toán phương trình tương thích biến dạng (4.42) và

phương trình chuyển động (4.43) sử dụng hàm ứng suất trong phương trình

(4.44) với giả thiết Volmir (∂
2u
∂t2 → 0, ∂2v

∂t2 → 0), nhận được hệ phương trình cho

biến F1 với S = S1e
x và F = F1e

2x như sau:

H11 (F1) +H12 (w) +H13 (F1, w) = ρ0S
4
1e

4x ∂2w
∂t2

H21 (F1) +H22 (w) +H23 (w,w) = 0
(4.45)

trong đó, các hệ số Hij(i = 1, 2; j = 1, 2, 3) được trình bày trong phụ lục A.2

Điều kiện biên của vỏ được giả sử là tựa đơn xác định như sau:

w = 0 tại x = 0 và x = x0 (4.46)

Nghiệm của phương trình (4.45) thỏa mãn điều kiện biên được xác định như sau

[100]:

w = fex sin(m1x) sin(m2θ) +Gfexsin2 (m1x)

m1 =
mπ
x0

,m2 =
n

sin γ , x0 = ln S2

S1

(4.47)

trong đó, hàm nghiệm độ võng w gồm hai thành phần với hệ số f là biên độ

độ võng trong trường hợp tuyến tính, hệ số G thể hiện mối quan hệ giữa thành

phần tuyến tính và phi tuyến của độ võng.

Thay dạng nghiệm của độ võng ở phương trình (4.47) vào phương trình tương

thích biến dạng (phương trình 2 của hệ phương trình (4.45)) và sử dụng phương

pháp cân bằng điều hòa, nghiệm hàm ứng suất F1 nhận được như sau:



118

F1 = K1fe
−x sin (m1x) sin (m2φ) +K2fe

−x cos (m1x) sin (m2φ)

+K3Gfe−xcos (2m1x) +K4Gfe−xsin (2m1x)

+
(
K51G

2f +K52 +K53G
)
f cos (2m1x) +

(
K61G

2f +K62 +K63G
)
f sin (2m1x)

+K7f
2 cos (2m1x) cos (2m2φ) +K8f

2 sin (2m1x) cos (2m2φ)

+
(
K91Gf2 +K92f

)
cos (m1x) sin (m2φ) +

(
K101Gf2 +K102f

)
sin (m1x) sin (m2φ)

+K11Gf2 cos (3m1x) sin (m2φ) +K12Gf2 sin (3m1x) sin (m2φ)

+K13G
2f2 cos (4m1x) +K14G

2f2 sin (4m1x)

+K15f
2 cos (2m2φ) +K16Gfe−x − 1

2

(
1 + e2x cos (m2φ)

)
TS2

1

(4.48)

trong đó, các hệ số Ki(i = 1, ..., 16) được trình bày ở phụ lục A.2

Áp dụng phương pháp Galerkin với các giới hạn tích phân của vỏ nón cụt

được cho bởi công thức sau:

x0∫
0

2π sin γ∫
0

Φex sin(m1x) sin(m2φ)dφdx = 0 (4.49)

x0∫
0

2π sin γ∫
0

Φexsin2(m1x)dφdx = 0 (4.50)

Trong phương trình (4.49), Φ đại diện cho phương trình (4.45) sau khi đã

thay các nghiệm trong phương trình (4.47) và (4.48), sau quá trình tính toán

nhận được phương trình sau:

u1f
3G2 + u2f

2G+ u3f
3 + u4T f + u5f = u13

d2

dt2
f (t) (4.51)

u6G
3f3 + u7f

2G2 + u8f
3G+ u10fG+ u11f

2 + (u9fG+ u12)T = u14

(
d2

dt2
f (t)

)
G

(4.52)

trong đó, các hệ số ui(i = 1, ..., 14) được trình bày trong phụ lục A.2

Từ phương trình (4.51) xác định mối quan hệ giữa thành phần tuyến tính và

phi tuyến của độ võng như sau:
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u5u12
u4

+
(u3u12 − u4u11)f

2

u4
+

(u1u12 + u2u9 − u4u7)f
2G2

u4

+
(u1u9 − u4u6)f

3G3

u4
+

(
(u3u9 − u4u8)f

3

u4
+

(u2u12 − u4u10 + u5u9)f

u4

)
G = 0

(4.53)

Giả sử mối quan hệ G = λf và bỏ qua thành phần phi tuyến bậc cao, từ

phương trình (4.53) nhận được:

λ = − u3u12 − u4u11
u2u12 − u4u10 + u5u9

(4.54)

Phương trình nghiên cứu cho bài toán động của kết cấu vỏ nón được xác định

như sau:

u1f
4 (t)λ2 + u2f

2 (t)λ+ u3f
2 (t) + u5f (t) + u4Q0sin (ωt) = u13

d2

dt2
f (t) (4.55)

Tần số riêng của vỏ nón cụt FG-CNTRC nhận được từ phương trình (4.55)

như sau:

ωL =

√
− u5
u13

(4.56)

4.2.2. Kết quả và thảo luận

4.2.2.1. Kết quả so sánh

Phần này trình bày kết quả so sánh tần số riêng của vỏ nón cụt. Cụ thể, Bảng

4.15 so sánh tần số riêng không thứ nguyên của kết cấu vỏ nón cụt đồng chất

các tài liệu [63]-[51] với các thông số vật liệu như sau: Ω = ωL

√
ρ(1−v2)

E , R2

h = 100,

L sin γ
R2

= 0.25, ν = 0.3, E = 70GPa, ρ = 2710Kg
m3 .

Bảng 4.16 và Bảng 4.17 trình bày kết quả so sánh tần số riêng không thứ

nguyên Ω = ωL

(
R2
1/h
)√

ρm
Em

của vỏ nón cụt FG-CNTRC với tài liệu [20] và tài

liệu [19], tương ứng.
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Các kết quả so sánh tần số riêng của vỏ nón cụt làm bằng vật liệu đồng nhất

và vật liệu FG-CNTRC với các nghiên cứu sử dụng phương pháp phần tử hữu

hạn cho thấy lý thuyết thiết lập phương trình cơ bản và phương pháp Galerkin

và hàm ứng suất Airy giải phương trình đạo hàm riêng của tọa độ và thời gian

sử dụng trong luận án này là phù hợp và có thể sử dụng cho các phân tích ở các

phần tiếp theo cho kết cấu vỏ nón cụt gia cường bởi các ống nano carbon có cơ

tính biến thiên.

Bảng 4.15: So sánh tần số tự nhiên không thứ nguyên của vỏ nón cụt đồng
nhất (m = 1)

n 2 3 4 5 6 7

Tài liệu [63] 0.8420 0.7376 0.6362 0.5528 0.4950 0.4661

Tài liệu [65] 0.8431 0.7416 0.6419 0.5590 0.5008 0.4701

Tài liệu [51] 0.7910 0.7284 0.6352 0.5531 0.4949 0.4653

Luận án 0.7894 0.7208 0.6552 0.5925 0.5328 0.4760

Bảng 4.16: So sánh tần số riêng không thứ nguyên Ω = ωL

(
R2
1/h
)√

ρm/Emcủa

vỏ nón cụt FG-CNTRC
(
L/R1 = 2, R1/h = 20, γ = 30o

)
V ∗
CNT Loại phân bố CNT Tài liệu [20] Luận án

0.12

UD 6.00 5.66

FG-O 5.29 4.82

FG-X 6.61 6.41

0.17

UD 7.51 6.99

FG-O 6.68 5.97

FG-X 8.29 7.92

0.28

UD 8.52 8.02

FG-O 7.40 6.54

FG-X 9.66 9.38
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Bảng 4.17: So sánh tần số riêng không thứ nguyên Ω = ωL(R
2
1/h)

√
ρm/Em của

vỏ nón cụt FG-CNTRC (h = 0.002m,R1/h = 25, γ = 15◦)

V ∗
CNT Tài liệu

L/R1 = 1 L/R1 = 3

UD FG-O UD FG-O

0.12
Tài liệu [19] 4.03 3.58 1.81 1.69

Luận án 4.0218 3.5233 1.8170 1.6978

0.17
Tài liệu [19] 5.08 4.51 2.30 2.15

Luận án 5.0436 4.4620 2.3160 2.1515

0.28
Tài liệu [19] 5.67 5.12 2.52 2.38

Luận án 5.6914 5.1946 2.5744 2.4030

4.2.2.2. Kết quả tần số riêng

Các thông số vật liệu CNT và vật liệu nền PMMA phụ thuộc vào nhiệt độ

được trình bày trong Chương 2, mục 2.4.3. Các thông số hình học được sử dụng

để khảo sát cho phân tích động của vỏ nón cụt FG-CNTRC trong mô trường

nhiệt độ được lựa chọn như sau: (m,n) = (1, 11), h = 0.015m, L/R1 = 2, tải trọng

động T = 3000sin(500t).

Bảng 4.18 trình bày ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT và các loại nền đàn

hồi tới tần số riêng của vỏ nón cụt FG-CNTRC. Có thể thấy rằng, tần số

riêng của vỏ FG-X cao hơn tần số riêng của vỏ có ống nano carbon phân bố

đều. Hơn nữa, sự có mặt của các ống nano carbon và nền đàn hồi làm cho

kết cấu có tần số riêng lớn hơn. Tần số riêng của vỏ đặt trên nền đàn hồi

Pasternak (Kw = 2MPa/m , Kp = 0.1MPa.m) lớn hơn tần số riêng của vỏ đặt

trên nền Winkler (Kw = 1MPa/m , Kp = 0) và vỏ không đặt trên nền đàn hồi

(Kw = Kp = 0). Tỉ lệ thể tích của CNT tăng lên trong kết cấu composite dẫn

tới tần số riêng của vỏ tăng lên có thể được giải thích rằng, sự gia tăng CNT

làm tăng độ cứng của tấm composite vì độ cứng của các ống CNT lớn hơn rất

nhiều so với độ cứng của nền polymer bao xung quanh.



122

Bảng 4.18: Ảnh hưởng tỉ lệ CNT tới tần số riêng ωL(rad/s) của vỏ nón cụt
γ = 30o, L/R1 = 2,∆T = 0

(Kw, Kp)
V ∗
CNT = 0.12 V ∗

CNT = 0.28

UD FG-X UD FG-X

(0,0) 2205 2640 3267 3960

(1,0) 2752 3111 3646 4279

(2,0.1) 4534 4761 5085 5556

Bảng 4.19: Ảnh hưởng của góc bán đỉnh γ lên tần số riêng của vỏ nón cụt
FG-CNTRC

γ UD FG-X FG-O

15 5721 6769 4446

30 2205 2640 1664

45 1358 1635 1010

60 1039 1250 772

Bảng 4.19 trình bày ảnh hưởng của góc bán đỉnh tới tần số riêng của vỏ nón

cụt FG-CNTRC (R1/h = 80, L/R1 = 2, V ∗
CNT = 0.12,∆T = 0, (Kw , Kp) = (0, 0)).

Khi tăng góc bán đỉnh trong cùng kiểu phân bố CNT thì tần số của vỏ nón cụt

FG-CNTRC giảm đi. Cụ thể, khi tăng góc bán đỉnh từ 15o → 60o nhận thấy giá

trị của tần số riêng giảm dần. Trong trường hợp kiểu phân bố đều CNT với góc

bán đỉnh γ = 15o, tần số riêng ωL = 5721
(
rad/s

)
khi tăng góc bán đỉnh γ = 60o,

tần số riêng giảm xuống ωL = 1039
(
rad/s

)
.

Bảng 4.20 và Bảng 4.21 thể hiện ảnh hưởng của tỉ số chiều dài trên bán kính

(L/R1) và tỉ lệ chiều dài trên độ dày (R1/h) tới tần số riêng ωL của vỏ nón cụt

FG-CNTRC. Có thể thấy rằng, khi tỉ lệ (L/R1, R1/h) và hệ số gia nhiệt ∆T tăng

lên thì tần số riêng của vỏ giảm đi. Có thể giải thích rằng khi cố định một giá

trị trong tỉ số (L/R1 hoặc R1/h) và tăng giá trị kích thước còn lại sẽ làm cho vỏ
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trở nên mỏng hơn dẫn tới khả năng chịu tải của vỏ kém đi.

Bảng 4.20: Ảnh hưởng tỉ lệ L/R1 tới tần số riêng của vỏ nón cụt FG-CNTRC
R1/h = 80, γ = 30,∆T = 0, (Kw , Kp) = (0, 0)

V ∗
CNT L/R1 UD FG-O

0.12

1 3641 2624

2 2205 1664

3 1686 1318

0.17

1 4370 3133

2 2667 2012

3 2051 1606

Bảng 4.21: Ảnh hưởng hệ số gia nhiệt ∆T và tỉ lệ R1/h tới tần số riêng của
vỏ nón cụt FG-CNTRC (UD, γ = 30o, L/R1 = 2, Kw = 0, Kp = 0)

∆T R1/h V ∗
CNT = 0.12 V ∗

CNT = 0.17 V ∗
CNT = 0.28

0

60 2580 3125 3816

80 2205 2666 3267

150 1481 1771 2222

300

60 2462 2976 3682

80 2113 2551 3164

150 1460 1749 2207

700

60 2236 2696 3402

80 1935 2332 2944

150 1405 1693 2141

Có thể thấy rằng, trong các trường hợp khảo sát tần số riêng của vỏ nón cụt

FG-CNTRC là lớn nhất cho loại FG-X và nhỏ nhất cho loại FG-O. Điều này có

thể được giải thích là do sự phân bổ ứng suất cùng với sự phân bố CNT theo

chiều dày của vỏ. Trong kiểu phân bố FG-X sự phân bố CNT là nhiều nhất ở
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hai mặt ngoài và bằng không ở mặt giữa trong khi đó với mô hình FG-O thì

ngược lại sự phân bố CNT nhiều nhất ở mặt giữa nhưng bằng không ở hai mặt

ngoài. Sự phân bố của CNT trong mô hình FG-X trùng với sự phân bố ứng suất

theo chiều dày kết cấu nên tận dụng được sự có mặt của CNT ở những vùng

ứng suất tập trung.

4.2.2.3. Kết quả phân tích đáp ứng động lực học

Hình 4.15 thể hiện sự ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT lên đường cong

biên độ độ võng - thời gian của vỏ nón cụt. Ba trường hợp tỉ lệ thể tích CNT

V ∗
CNT = (0.12, 0.17, 0.28) được khảo sát. Có thể nhận xét chung rằng, giá trị

biên độ dao động của vỏ tăng lên khi tỉ lệ thể tích CNT giảm đi. Điều này được

giải thích rằng các ống nano carbon có modul đàn hồi lớn hơn rất nhiều so với

modul đàn hồi của vật liệu nền (polymer) nên khi tăng tỉ lệ CNT lên sẽ làm cho

kết cấu trở nên cứng hơn dẫn đến khả năng chịu tải của kết cấu là tốt hơn. Cụ

thể, xét cùng các tham số hình học và một giá trị thời gian, biên độ dao động

của vỏ trong trường hợp V ∗
CNT = 0.12 lớn hơn khoảng hơn 2 lần so với biên độ

dao động của vỏ trong trường hợp V ∗
CNT = 0.28 trong chu kỳ đầu tiên với giá trị

thời gian khoảng t = 0.004s.

Hình 4.16 trình bày ảnh hưởng của các loại phân bố CNT lên đáp ứng động

học của vỏ nón cụt với ba loại phân bố CNT: UD và FG-O, FG-X được khảo

sát. Có thể thấy rằng, việc xác định các loại phân bố CNT để gia cố cho kết cấu

là rất quan trọng vì sự phân bố của các ống nano carbon có ảnh hưởng rất lớn

đến biên độ dao động của vỏ nón cụt. Biên độ dao động của vỏ nhỏ nhất với

kiểu phân bố FG-X và lớn nhất với kiểu phân bố FG-O. Điều này cũng được

giải thích tương tự là do sự phân bố của ống CNT và sự phân bố ứng suất theo

chiều dày của vỏ như ở các phần trước.
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Hình 4.15: Ảnh hưởng của tỉ lệ thể tích CNT tới đường cong biên độ độ võng
và thời gian của vỏ nón cụt FG-CNTRC

Hình 4.16: Ảnh hưởng của loại phân bố CNT tới đường cong biên độ độ võng
và thời gian của vỏ nón cụt FG-CNTRC
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Hình 4.17: Ảnh hưởng của hệ số gia nhiệt ∆T tới đường cong biên độ độ võng-
thời gian của vỏ nón cụt FG-CNTRC

Hình 4.18: Ảnh hưởng của mô hình nền đàn hồi tới đường cong biên độ độ
võng-thời gian của vỏ nón cụt FG-CNTRC
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Hình 4.19: Ảnh hưởng của góc bán đỉnh γ tới đường cong biên độ độ võng và
thời gian của vỏ nón cụt FG-CNTRC

Hình 4.17 trình bày ảnh hưởng của hệ số gia tăng nhiệt tới phản ứng động

phi tuyến của vỏ nón cụt composite được gia cố bằng FG-CNT. Sự tăng nhiệt

độ có ảnh hưởng tiêu cực đến đáp ứng động lực học của vỏ làm cho giá trị biên

độ độ võng giảm đi. Điều này có thể giải thích rằng, khi nhiệt độ tăng lên đã

làm giảm đi độ cứng module đàn hồi của vỏ dẫn tới khả năng chịu tải của vỏ

giảm đi.

Hình 4.18 trình bày ảnh hưởng của nền đàn hồi lên đáp ứng động học phi

tuyến của vỏ nón cụt FG-CNTRC. Ảnh hưởng của nền đàn hồi Winkler được

xem xét với hệ số nền Kw = 1MPa/m,Kp = 0, ảnh hưởng của nền đàn hồi

Pasternak với đặc trưng là hệ số nền Kw = 1MPa/m,Kp = 0.1MPa.m. Rõ ràng,

nền đàn hồi có ảnh hưởng tích cực tới đáp ứng động học của vỏ nón cụt. Giá

trị biên độ dao động của vỏ sẽ giảm đi đáng kể khi vỏ đặt trên nền đàn hồi đặc

biệt là nền Pasternak.

Hình 4.19 biểu thị ảnh hưởng của góc bán đỉnh lên đáp ứng động học phi
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tuyến của vỏ nón cụt FG-CNTRC. Ba trường hợp góc bán đỉnh được xem xét

γ = (30o, 45o, 60o). Từ hình cho thấy, góc bán đỉnh có ảnh hưởng tới đáp ứng

động học của vỏ nón cụt. Việc tăng giá trị của góc bán đỉnh làm cho giá trị biên

độ dao động của vỏ tăng lên chứng tỏ rằng khả năng chịu tải của vỏ kém hơn

khi góc bán đỉnh này tăng lên.

4.3. Kết luận chương 4

Kết quả phân tích đáp ứng động lực học và dao động của tấm và vỏ FG-

CNTRC sử dụng nguyên lý Hamilton với lý thuyết biến dạng cắt hình sin và

tính phi tuyến hình học của Von Kármán để thiết lập các phương trình chuyển

động. Khảo sát ảnh hưởng các yếu tố hình học và vật liệu tới tần số riêng, mối

liên hệ biên độ độ võng-thời gian, biên đô độ võng-tần số. Một số kết luận có

thể rút ra như sau:

• Đề xuất lý thuyết biến dạng cắt hình sin mô tả mối liên hệ phi tuyến của

ứng suất tiếp và biến dạng cắt. Xây dựng được phương trình chuyển động

cho tấm và vỏ FG-CNTRC sử dụng lý thuyết biến dạng mới. Áp dụng cho

phân tích động lực học của vỏ hai độ cong FG-CNTRC.

• Sử dụng phương pháp giải tích xác định được ba dạng nghiệm tương ứng

cho ba trường hợp điều kiện biên của vỏ hai độ cong: Trường hợp tất cả các

cạnh tựa đơn, trường hợp tất cả các cạnh ngàm và trường hợp hai cạnh tựa

đơn, hai cạnh ngàm.

• Phương pháp Galerkin, hàm ứng suất và cân bằng điều hòa được áp dụng

để xác định nghiệm của bài toán đạo hàm riêng chuyển động theo tọa độ.

Sau đó, sử dụng phương pháp Runge-Kutta bậc 4 để giải phương trình vi

phân theo thời gian.

• Tỉ lệ và vị trí phân bố của ống nano carbon trong kết cấu giúp tăng đáng
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kể giá trị tần số dao động riêng, giảm biên độ dao động theo thời gian của

các kết câu tấm và vỏ composite gia cường FG-CNTRC.

• Kết quả phân tích đáp ứng động lực học, dao động tự do và dao động cưỡng

bức được khảo sát với các dạng hình học khác nhau như tấm, panel trụ, vỏ

hai độ cong. Tần số cơ bản của vỏ hai độ cong cao hơn tấm và panel trụ.

Kết quả này là do ảnh hưởng của bán kính cong làm cho độ cứng trong vỏ

cao hơn, cho phép vỏ có thể phân bổ tải trọng đồng đều hơn trên bề mặt,

so với tấm và panel trụ.
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KẾT LUẬN

Những đóng góp của luận án:

• Đề xuất lý thuyết biến dạng cắt hình sin nhằm giảm bớt khối lượng tính

toán trong phân tích tấm và vỏ FG-CNTRC nhưng vẫn mô tả mối quan hệ

phi tuyến giữa ứng suất tiếp và biến dạng cắt. Các phương trình cân bằng

và chuyển động được xây dựng xuất phát từ lý thuyết này cũng như các lý

thuyết biến dạng cắt của Reddy dựa trên nguyên lý công ảo và nguyên lý

Hamilton với trường biến dạng phi tuyến von-Kármán.

• Xác định được ba dạng nghiệm của chuyển vị và hàm ứng suất tương ứng

với điều kiện biên các cạnh tự đơn, ngàm và các cạnh tựa đơn và ngàm đối

xứng cho phân tích tấm, vỏ FG-CNTRC sử dụng phương pháp giải tích.

• Phân tích mất ổn định của tấm, vỏ hai độ cong và vỏ nón cụt FG-CNTRC

nhằm xác định giá trị tải trọng tới hạn, mối liên hệ tải trọng-độ võng sau

tới hạn sử dụng cả phương pháp giải tích và phương pháp mô phỏng số.

• Xây dựng mô hình phần tử hữu hạn 3D trong phần mềm ABAQUS với

chương trình con USDFLD người dung định nghĩa để mô phỏng sự phân

bố của CNT biến đổi chức năng theo chiều dày của tấm áp dụng phân tích

mất ổn định của tấm FG-CNTRC.

• Xác định tần số riêng, mối liên hệ biên độ độ võng - thời gian, biên độ độ

võng-tần số trong phân tích động lực học phi tuyến của tấm, vỏ hai độ cong

và vỏ nón cụt FG-CNTRC sử dụng phương pháp giải tích và phương pháp

số.

Hướng phát triển của luận án:
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• Phân tích bài toán tĩnh và động của tấm, vỏ FG-CNTRC với các phương

pháp khác nhau như Navier solution, biến đổi Fourier nhằm xác định dạng

nghiệm đóng của phương trình.

• Tối ưu hóa thành phần vật liệu CNT nhằm nâng cao hiệu suất hoạt động

cũng như giá trị tải trọng tới hạn, tần số riêng của các kết cấu FG-CNTRC.

• Sử dụng phương pháp thực nghiệm, giải tích, mô phỏng số kết hợp với

phương pháp học máy (machine learning) áp dụng trong phân tích cơ học

của các kết cấu FG-CNTRC.

• Xây dựng mô hình xác định tính chất vật liệu FG-CNT bằng phương pháp

mô phỏng số RVE (Representative Volume Element) kết hợp mô hình mạng

trí tuệ nhân tạo.
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∂x∂φ2 + (2c22 − 2c31 + 2c21) e
2x ∂2F1

∂φ2

+c21e
2x ∂4F1

∂φ4 − S1e
3x
(
∂2F1

∂x2 + 3∂F1

∂x + 2F1

)
cot γ

H12 (w) = c13
∂4w
∂x4 + (−4c13 − c23 + c14)

∂3w
∂x3 +

(
5c13 + 3 (c23 − c14)− c24

)
∂2w
∂x2

+
(
−2c13 + 2 (c14 − c23) + 2c24

)
∂w
∂x − (3c14 + 4c32 + c23)

∂3w
∂x∂φ2+

(c14 + 2c32 + c23)
∂4w

∂x2∂φ2 + (2c14 − 2c32 + 2c24)
(
∂2w
∂φ2

)
+ c24

(
∂4w
∂φ4

)
−S4

1e
4xKww + S2

1e
2xKp

(
∂2w
∂x2 + ∂2w

∂φ2

)
− ρ0S

4
1e

4x ∂2w
∂t2

H13 (F1, w) = e2x
(
∂2F1

∂x2 + 3∂F1

∂x + 2F1

)(
∂w
∂x + ∂2w

∂φ2

)
+e2x

(
∂2F1

∂φ2 + ∂F1

∂x + 2F1

)(
∂2w
∂x2 − ∂w

∂x

)
+ 2e2x

(
∂2F1

∂x∂φ + ∂F1

∂φ

)(
∂w
∂φ − ∂2w

∂x∂φ

)
H21 (F1) = A∗

11e
2x ∂4F1

∂x4 + 4A∗
11e

2x ∂3F1

∂x3 +
(
5A∗

11 − A∗
22

)
e2x ∂2F1

∂x2 ++A∗
22e

2x ∂4F1

∂φ4

+
(
2A∗

66 − 4A∗
12

)
e2x ∂3F1

∂x∂φ2 +
(
2A∗

22 − 2A∗
12 + A∗

66

)
e2x ∂2F1

∂φ2 +
(
2A∗

11 − 2A∗
22

)
e2x ∂F1

∂x

H23 (w,w) = −
(
∂w
∂φ

)2
+ 2∂w∂φ

∂2w
∂x∂φ +

(
∂2w
∂x2 − ∂w

∂x

)
∂2w
∂φ2 −

(
∂2w
∂x∂φ

)2
+
(
∂2w
∂x2 − ∂w

∂x

)
∂w
∂x

H22 (w) = c12
∂4w
∂x4 + (c22 − c11 − 4c12)

∂3w
∂x3 + (5c12 − 3c22 + 3c11 − c21)

∂2w
∂x2 +

+ (−2c12 + 2c22 − 2c11 + 2c21)
∂w
∂x + (−3c22 + 4c31 − c11)

∂3w
∂x∂φ2

+(c11 + c22 − 2c31)
∂4w

∂x2∂φ2

+(2c22 + 2c21 − 2c31)
∂2w
∂φ2 + c12

∂4w
∂φ4 + S1e

x cot γ
(
∂2w
∂x2 − ∂w

∂x

)
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K1 = −a24
a23

, K2 = −a25
a23

, K3 =
a13
a12

, K4 =
a14
a12

,

K51 = −1

2

m1(2a15m1 + a16)

a215 + a216
, K52 = −a15a17 + a16a18

a215 + a216
,

K53 = −cot(γ)S1m1(2a15m1 + a16)

a215 + a216
, K61 = −1

2

m1(−2a16m1 + a15)

a215 + a216
,

K62 = −a15a18 − a16a17

a215 + a216
, K63 = −cot(γ)S1m1(−2a16m1 + a15)

a215 + a216
,

K7 =
1

4

a1m
2
1 − 4a2a3

a21 + a22
, K8 =

1

2

a2m
2
1 + 4a1a3

a21 + a22
,

K91 = −a19a21 + a20a22

a219 + a220
, K92 =

1

2

cot(γ)S1m1(a19m1 − a20)

a219 + a220
,

K101 =
a19a22 − a20a21

a219 + a220
, K102 =

1

2

cot(γ)S1m1(a20m1 + a19)

a219 + a220
,

K11 = −a8a10 − a9a11

a28 + a29
, K12 = −a8a11 + a9a10

a28 + a29
,

K13 =
a4m

2
1 + a5a6

a24 + a25
, K14 =

a5m
2
1 − a4a6

a24 + a25
, K15 =

m2
1m

2
2

2a7
, K16 = −c12 + c21

2A∗
22

a1 =

 8A∗
11m1

4 − 16m2
2A∗

12
m1

2 + 8A∗
22m2

4 + 8m2
2A∗

66
m1

2 − 10A∗
11m1

2

+4A∗
12m2

2 + 2A∗
22m1

2 − 4A∗
22m2

2 − 2A∗
66
m2

2


a2 =

(
−16A∗

11m1
3 + 16A∗

12
m1m2

2 − 8A∗
66
m1m2

2 + 2A∗
11
m1 − 2A∗

22m1

)
a3 =

(
1
8m1 − 1

8m1
3 − 1

8m1m2
2
)
, a4 =

(
256A∗

11m1
4 − 80A∗

11m1
2 + 16A∗

22m1
2
)

a5 =
(
−256A∗

11m1
3 + 8A∗

11m1 − 8A∗
22m1

)
, a6 =

(
m1

3 − 1
4m1

)
a7 =

(
16A∗

22m2
4 + 8A∗

12m2
2 − 8A∗

22m2
2 − 4A∗

66m2
2
)

a8 =
(
−54A∗

11m1
3 + 6A∗

12m1m2
2 − 3A∗

66m1m2
2 + 3A∗

11m1 − 3A∗
22m1

)
a9 =

1
2

 2A∗
22m2

2 − 2A∗
12m2

2 + 45A∗
11m1

2 − 9A∗
22m1

2 − 81A∗
11m1

4

−A∗
22m2

4 + A∗
66m2

2 + 18m2
2A∗

12m1
2 − 9m2

2A∗
66m1

2


a10 =

(
−9

8m1
2 + 1

2m1
2m2

2
)
, a11 =

(
3
4m1

3 − 3
8m1 +

1
4m1m2

2
)
,

a12 =
(
16A∗

11m1
4 + 4A∗

11m1
2 + 4A∗

22m1
2 + A∗

22

)
a13 = m1

(
16c12m1

2 − 4c11m1
2 − 16c12m1

2 + 4c22m1
2 − 4c12 − c11 + 3c12 + c22

)
,

a14 =
(
8c12m1

4 − 12c12m1
2 + 14c12m1

2 + 2c21m1
2 + 1

2 c12 +
1
2c21

)
,

a15 =
(
16A∗

11m1
4 − 20A∗

11m1
2 + 4A∗

22m1
2
)
,

a16 =
(
32A∗

11m1
3 − 4A∗

11m1 + 4A∗
22m1

)
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a17 =
(
1
2m1

2 − 1
2m1

2m2
2
)
, a18 =

(
−1

4m1m2
2 + 1

4m1 − 1
4m1

3
)

a19 =
(
2A∗

11m1
3 − 2A∗

12m1m2
2 + A∗

66m1m2
2 − A∗

11m1 + A∗
22m1

)
a20 =

1
2

 −2A∗
22m2

2 − 5A∗
11m1

2 + A∗
11m1

4 + 2A∗
12m2

2 + As22m2
4

+A∗
22m1

2 − A∗
66m2

2 − 2m2
2A∗

12m1
2 + m2

2A∗
66m1

2


a21 =

(
1
2m1

2m2
2 − 3

8m1
2
)
, a22 =

(
3
8m1 − 1

4m1m2
2 + 1

4m1
3
)
,

a23 =
1
2

 A∗
22 + A∗

22m2
4 + A∗

11m1
2 + A∗

22m1
2 + A∗

11m1
4

−2m2
2A∗

22 + m2
2A∗

66m1
2 − 2m2

2A∗
12m1

2


a24 =

1
2

 c12m1
4 − 2m2

2c21 + 7c12m1
2 − 6c12m1

2 + c21m2
4 + 8m2

2c31

+c11m1
2m2

2 + c22m1
2m2

2 − 2c31m1
2m2

2 + c21m1
2 + c21 + c12


a25 =

1
2

 c22m1m2
2 + 8c31m1m2

2 − c11m1m2
2 + c11m1

3 − c22m1

−3c12m1 + 4c12m1
3 + c11m1 − 4c12m1

3 + 4c12m1 − c22m1
3



u1 =

u∗
1



−16b7x0
5 − 16b6x0

5 − 16b5x0
5 + 6π4b5m

4x0

+18π4b6m
4x0 + 5π3b1m

3x0
2 + 54π3b2m

3x0
2

+26π3b3m
3x0

2 − 5π3b4m
3x0

2 − 28π2b6m
2x0

3

−52π2b7m
2x0

3 + 20πb1mx0
4 + 24πb2mx0

4

+8πb3mx0
4 − 20πb4mx0

4 + 18π5b3m
5

+20π2b5m
2x0

3 − 36π4b7m
4x0


8(9π2m2+4x0

2)(π2m2+x0
2)(π2m2+4x0

2)

u∗1 = π2m sin (γ)
(
−1 + e4x0

)
u2 =

π2m sin(γ)(−1+e4x0)
4(π2m2+x0

2)(π2m2+4x0
2)


π3b34m

3 − 2π2m2b38x0

+π2m2b36x0 + 3πmb32x0
2

+πmb34x0
2 − 2b38x0

3 − 2b36x0
3

+

2π2m sin(γ)(−1+e3x0)
3(4π2m2+9x0

2)(16π2m2+9x0
2)


32b33m

3π3 − 48π2m2b37x0

+24π2m2b35x0 + 18πmb33x0
2

+54πmb31x0
2 − 27b37x0

3 − 27b35x0
3


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u3 =
π2m(−1+e4x0) sin(γ)

4(π2m2+x0
2)(π2m2+4x0

2)


π2m2b45x0 + πmb42x0

2

+3πmb41x0
2 − 2b46x0

3

−2π2m2b46x0 − 2b45x0
3 + π3m3b42



u4 =

m2π3S1
2

 −7π2m2 + 4e6x0π2m2 + 3π2e4x0m2

+16e6x0x0
2 + 9e4x0x0

2 − 25x0
2

 sin(γ)

24(π2m2+4x0
2)x0

2

+

3n2m2π3S1
2

 16e6x0x0
2 + 9e4x0x0

2 − 25x0
2

−5π2m2 + 4e6x0π2m2 + π2e4x0m2


24 sin(γ)(π2m2+4x0

2)(9x0
2+π2m2)

u5 =


(πb60m−b63x0)e

2x0

2(π2m2+x0
2)

+
2(2πb61m−3b64x0)e

3x0

3(9x0
2+4π2m2)

+
(πb62m−2b65x0)e

4x0

4(π2m2+4x0
2)

+
S1

4mπ(1−e6x0)Kw

12(9x0
2+π2m2)

mπ2 sin (γ)

u6 =

π5m4(−1+e4x0) sin(γ)



36K14m
5π5 − 28π2m2K51x0

3 − 59π3m3K14x0
2

−10πmK61x0
4 − 108π4m4K13x0 − 20πmK14x0

4

−4K51x0
5 − 10π3m3K61x0

2

−24π4m4K51x0 − 4K13x0
5 − 37π2m2K13x0

3


8x0

3(π2m2+x0
2)(9π4m4+40π2m2x0

2+16x0
4)

u7 = − 4m2π3 sin(γ)(−1+e3x0)u1
7

3(9x0
2+4π2m2)(x0

2+4π2m2)(9x0
2+16π2m2)

− m2π3 sin(γ)(−1+e4x0)u2
7

8(4x0
2+9π2m2)(4x0

2+π2m2)(x0
2+π2m2)

u17 =

 32b8m
4π4 + 72π3m3b12x0 − 16π3m3b14x0 + 44π2m2b10x0

2

−9b8x0
4 − 9b10x0

4 + 36πmb14x0
3 + 18πmb12x0

3 − 28π2m2b8x0
2



u27 =


−18b16m

4π4 + 9b9m
4π4 + 27π3m3b13x0 − 6π3m3b15x0 − 8b11x0

4

−26π2m2b16x0
2 + 22π2m2b11x0

2 + 24πmb15x0
3 + 12πmb13x0

3

−8b16x0
4 − 8b9x0

4 − 14π2m2b9x0
2


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u8 =

π3m2 sin (γ)



14π2m2b17x0
2 − 22π2m2b18x0

2

+26π2m2b30x0
2 − 24πmb25x0

3

−9π4m4b17 + 18π4m4b30 + 8b18x0
4

−12πmb24x0
3 + 8b30x0

4 + 8b17x0
4

−27π3m3b24x0 + 6π3m3b25x0


(
e4x0 − 1

)

8
(
π2m2 + x02

) (
π2m2 + 4x02

) (
9π2m2 + 4x02

)

u9 =

sin (γ)S1
2π5m4


12e4x0π4m4 + 16e6x0π4m4 − 28π4m4

+111e4x0π2m2x0
2 + 64e6x0x0

4 − 91x0
4

−191π2m2x0
2 + 27e4x0x0

4 + 80e6x0π2m2x0
2


48
(
π2m2 + 9x02

) (
π2m2 + x02

) (
π2m2 + 4x02

)
x02

u10 = −


4π2c24m

2 + 4π2b35m
2

−8π2K16c21m
2 + 6b38x0mπ

+c24x0
2 − 2b35x0

2 − 2K16c21x0
2


m2π3 sin(γ)(1−e2x0)

4(x0
2+m2π2)(x0

2+4m2π2)

+

 (π2b37m
2+3b40x0mπ−2b37x0

2)(1−e4x0)
8(4x0

2+m2π2)(x0
2+m2π2)

−4(8π2b36m
2+18b39x0mπ−9b36x0

2)e3x0

3(9x0
2+4m2π2)(9x0

2+16m2π2)

m2π3 sin (γ)

u11 =

π3m2 sin(γ)

 π2m2b52 − 2π2m2b59

+3b56x0mπ − 2b59x0
2 − 2b52x0

2

(1−e4x0)

8(4x0
2+m2π2)(x0

2+m2π2)

+
4π3m2 sin(γ)(8m2π2b51+18b55x0mπ−9b51x0

2)(1−e3x0)
3(9x0

2+16m2π2)(9x0
2+4m2π2)

u12 = −16π3m2S1
2 (−1+e5x0)u1

12

5u3
12

+
π3m2S1

3 cos(γ)(25x0
2+4m2π2)u2

12

4u3
12

u112 =
(
9x0

2 +m2π2
) (

4x0
2 +m2π2

)
(−c21 − 3c22 + 3c11 + 9c12) sin (γ)

u212 =
(
4π2e6x0m2 + π2m2e4x0 − 5m2π2 − 25x0

2 + 9e4x0x0
2 + 16e6x0x0

2
)

u312 =
(
4π6m6 + 77π4m4x0

2 + 469m2π2x0
4 + 900x0

6
)
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u13 =
1

12

m2π3
(
e6x0 − 1

)
I0S1

4 sin (γ)

π2m2 + 9x02
, u14 =

1

2

S1
4I0π

5 sin (γ)m4
(
e6x0 − 1

)(
4π2m2 + 9x02

) (
π2m2 + 9x02

)
A.3.

H21 =
A22B12 − A12B22 + A12D22 − A22D12

A11A22 − A2
12

H22 =
A11B22 − A11D22 − A12B12 + 2A12D12 − A22D11

A11A22 − A2
12

− 2B66

A66
+

2D66

A66

H23 = E11 −G11 −
(A11B12D12 − A11D

2
12 − A12B11D12 − A12B12D11)

A11A22 − A2
12

+
(2A12D11D12 + A22B11D11 − A22D

2
11)

A11A22 − A2
12

H24 = −
(
A11A22C22 − 2A11A22E22 + A11A22G22 − A11B

2
22 + 2A11B22D22

)
A11A22 − A2

12

+

(
−A11D

2
22 − A2

12C22 + 2A2
12E22 − A2

12G22 + 2A12B12B22 − 2A12B12D22

)
A11A22 − A2

12

+

(
−2A12B22D12 + 2A12D12D22 − A22B

2
12 + 2A22B12D12 − A22D

2
12

)
A11A22 − A2

12

H25 =
(A11B12B22 − A11B12D22 − 2A11B22D12 + 2A11D12D22 − A12B11B22)

A11A22 − A2
12

+

(
A12B11D22 − A12B

2
12 + 3A12B12D12 + 2A12B22D11 − 2A12D11D22

)
A11A22 − A2

12

−
(
2A12D

2
12 + A22B11B12 − A22B11D12 − 2A22B12D11 + 2A22D11D12

)
A11A22 − A2

12

+ 4
(B66 −D66)

2

A66
− 4C66 − 4G66 + 3E12 + 8E66 − 2G12 − C12

H26 =
A11D

2
12 − 2A12D11D12 + A22D

2
11

A11A22 − A2
12

−G11
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H27 =

(
A11A22E22 − A11A22G22 − A11B22D22 + A11D

2
22 − A2

12E22 + A2
12G22

)
A11A22 − A2

12

+

(
A12B12D22 + A12B22D12 − 2A12D12D22 − A22B12D12 + A22D

2
12

)
A11A22 − A2

12

H29 = A44+E44+2C44, H30 = E55 + C55

H31 = −
(
A11A22E11 − A11A22G11 − A11B12D12 + A11D

2
12 − A2

12E11 + A2
12G11

)
A11A22 − A2

12

+

(
A12B11D12 + A12B12D11 − 2A12D11D12 − A22B11D11 + A22D

2
11

)
A11A22 − A2

12

H32 = −
(
A11A22E22 − A11A22G22 − A11B22D22 + A11D

2
22 − A2

12E22 + A2
12G22

)
A11A22 − A2

12

+

(
A12B12D22 + A12B22D12 − 2A12D12D22 − A22B12D12 + A22D

2
12

)
A11A22 − A2

12

H33 = −2A11A22A66E12 + 4A11A22A66E66 − 2A11A22A66G12 − 4A11A22A66G66

A66(A11A22 − A2
12)

−
4A11A22D

2
66 − 4A11A22B66D66 − A11A66B12D22 − A11A66B22D12

A66(A11A22 − A2
12)

−
2A11A66D12D22 − 2A2

12A66E12 − 4A2
12A66E66 + 2A2

12A66G12 + 4A2
12A66G66

A66(A11A22 − A2
12)

−
4A2

12B66D66 − 4A2
12D

2
66 + A12A66B11D22 + 2A12A66B12D12 + A12A66B22D11
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